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DEUXIÈME ANNÉE. 




Mouvement autour d’un centre d’action, fixe ou 
mobile. — Divers exemptes. — Application au 
système du monde. 

1 . Considérons d'abord un point matériel sollicité par 
une force dont la direction passe par un point fixe, et 
dont l’intensité ne dépende que de la distance à ce centre 
d’action. Nous savons que le mouvement aura lieu dans 
le plan qui contient la direction de la vitesse initiale et le 
point fixe. Prenons ce point pour origine de coordonnées 
rectangulaires x, y situées dans ce plan; désignons par r 
la distance d’un point quelconque à l’origine , par 0 l’angle 
de ce rayon vecteur avec l’axe des x positifs, et par ^ 
l’intensité de la force accélératrice. Lès cosinus des angles 
que sa direction fait avec les axes seront respectivement 

— — - si la force est attractive; et - si elle est 

r r r r 

répulsive. Les composantes de la force seront , dans le 
premier cas, — — w‘^;et, dans le second, (p-i f - : 

a* année. 



I 



a 



COURS l>E MKCAMQUE. 

nos Coriiuik-s se rapporteront au premier cas, et il suffi- 
rait d’y changer le signe de 9 pour passer au second. 

Les équations générales du mouvement du point seront 

rf’x X riy y 

Le principe des aires donnera 



(•) 



rVO = dit. 



c désignant une constante arbitraire qui se déterminera 
facilement par les données de l’état initial. 

En effet , les composantes de la vitesse suivant la direc- 
tion du rayon vecteur et la perpendiculaire à cette direc- 

tion sont respectivement — et — • Mais si I on désigne 

par « l’angle formé par la direction de la vitesse initiale 
et celle de la droite menée de la position niitiale du point 
vers le pôle, et par la vitesse initiale, on aura Oosina 
pour valeur de la composante initiale dont la valeur gé- 

, , rr/9 . , . , (IB 

neralc est — — , on connaîtra donc la valeur initialede — • 

lit 

En la reportant, ainsi que la valeur initiale de /■ que 
nous désignerons par r, , dans l’équation 

r'ilB ~ dit, 

, on obtient 



c = 7-„<i„sina. 



Le principe des forces vives conduira à l’équation sui- 
vante: 



lis^ 

Tir 



= — a/" Ifiir = 



cette intégrale indéfinie renferme une nouvelle constante 
arbitraire qui sera déterminée par les valeurs initiales 
de O et r. On trouvera ainsi 
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Rcmplaçaut <h* par (h* -+- r’flO*, l’avani-dcrnière équa- 
tion devient ' 






2 f<fdr. 



Éliminant tiï au moyen de l’équation (i), on obtiendra 
une équation entre r et 0 qui sera celle de la trajectoire^ 
il vient ainsi 




2. Lorsque la force y sera connue en fonction de r, 
l’équation (3) déterminera la trajectoire. 



Lorsqu’au contraire la trajectoire sera connue, et que 
la force ç sera inconnue, il suffira de diflérentier l’équa- 
tion (3) par rapport à r, pour connaître y. On trouve 
ainsi, en effectuant généralement cette dillérentiation. 




Le second membre se formera en faisant Usage de 
l’équation de la trajectoire; mais il sera quelquefois plus 
commode d’employer à cet eO'et la formule (3), et de 
n’opérer la différentiation qu’à la fin. 

Dans tous les cas, l’équation de la trajcTtoire étant 
connue, on en tirera l’une des deux coordonnées en fonc- 
tion de l’autre, et , par suite , l’équation ( i ) fera connaître t 
en fonction de r ou de 0, et réciproquement. Le pro- 
blème sera donc complètement résolu, puisqu’on aura 
l’expression des coordonnées du mobile en fonction du 
temps. 

L’équation (a) prend une forme remarquable quand - 
ou y introduit la perpendiculaire /> abaissée de l’origiBe 



( 
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sur la langeiiU- à la trajrcloirc. F,n ciret, les triangles 
semblables donnent 



ds r 

tdU JJ 



ds — 



r\lO 



d'où l'on tire, en faisant usage de l’équation (i), 




c 



P 



ce qui donne cette conséquence curieuse que, dans tout 
mouvement produit par une force passant par un point 
fixe, la vitesse en un point quelconque de la Irîyêctoire 
est en raison inverse de la distance du point à la tan- 
gente. 

Substituant cette valeur de e dans l'équation (a) , elle 
devient 




C’est l’équation de la trajectoire dans un système particu- 
lier de coordonnées. 

3. Supposons, en second lieu, que le centre d’action 
soit mobile. Nous avons démontré dans la première partie 
du cours que toutes les propriétés du mouvement absolu 
subsistaient pour le mouvement relatif, en substituant 
partout aux quantités absolues les quantités relatives. Les 
formules précédentes subsistent donc en considérau^X elj' 
comme les coordonnées du point M par rapport à des 
axes passant constamment par le centre mobile, et se 
mouvant parallèlement à eux-memes ; r comme la lon- 
gueur de la droite qui joint à chaque instant ce centre 
au point matériel; Ô comme l’angle que cette droite fait 
avec l’axe des x ; et enfin f comme la force accélératrice 
relative du poiut matériel , c’est-à-dire comme la résul- 
tante de la force accélératrice absolue qui y est appliquée, 
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composée avec une l'orce égale parallèle et de sens con- 
traire à celle qui est appliquée au centre mobile. 

Nous, allons donner quelques exemples des formules 
qui viennent d’ètre établies. 

i.. Premier exemple. — Un point décrivant une ellipse 
par l'action d'une force dirigée vers son centre , trou- 
ver l'expression de cette force. 

Il est facile de reconnaître d’abord que toutes les con- 
ditions de la question sont compatibles. Car on peut tou- 
jours obliger un point à sc mouvoir sur une courbe quel- 
conque, et de telle manière que les aires décrites par le 
rayon vecteur mené d'un point fixe quelconque au point 
mobile soient proportionnelles au temps. Ou peut donc 
toujours supposer qu’un point mobile décrit une courbe 
donnée (juelconque, par l’action d’une force dont la direc- 
tion passe par un point fixe quelconque. 

' ''Cela posé, 'soient aa, ai le giand et le petit axe de 
cette ellipse. Prenons son centre pour pôle et comptons 
les angles à partir du grand axe ; i’éc{Uation de cette courbe 
sera 



/ \\- rt’sin'O -i- è’cos’O i 

(") [f] = ^ — = ;r^ 




9. 



d’où , en dillérentiant , 

I 

(t. 

(*) 



Ai 

I r a- — h‘ 
r ~d^ 



ii'b^ 



sin 6 cüsS. 



Si nous expi'imons le second membre en fonction de r au 
moyen de l’équation (a), nous tirerons de l’équation (i) 



d.i 

r 



en fonction de /•; et en le reportant dans la formule 



générale (.1), nous aurons la valeur de f<fdr, et par suite 
la valeur de <f en fonction de r. 



N 
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« 

Or, l'équaiioii (rt) donne 

• JA — /•’) . «’(/•’ — b') 

, sin’ fl = — y et par suite , cos’ 9 = p- rrr—,' 

(a’ — &’)r’ ’ [a' — 6’)/-’ 

L’équation (b) donne, en substituant ces valeurs, 

[à’ — r’) (r’ — 6’) 
a^b^r' ’ 




et, en reportant cette expression dans la formule (3), on 
trouve 




rt’ -4- i’ 
a'b' 




et , en diilérenlianl par rapport à r. 



c'r 




Ainsi, dans ce mouvement, la force émanant du centre 
sera proportionnelle à la distance au centre, et elle sera 
attractive, puisque la valeur trouvée pour ç est posi- 
tive. 

D’après le principe des aires, le point mettra toujours 
le même temps .à parcourir l’ellipse entière, h partir d’une 
quelconque de scs positions. Désignons ce temps par T. 
Comme la constante c représente le double de l’aire dé- 
crite par le rayon vecteur dans l’unité de temps , -jcT sera 
l’aire totale de l’ellipse, et l’on aura 



■t cT = nab , d’où 



znab 

c 



Si l’on veut introduire la durée de la révolution dans l’ex- 
pression de la force , on obtiendra 
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Si, au lieu d’une ellipse, on avait considéré une hjpei- 
bolc, on aurait trouvé une force répulsive agissant suivant 
une loi semblable, 

5. Réciproquement, — Si un point est attiré vers un 
centre fixe par une force proportionnelle à la distance, il 
décrira une ellipse dont ce point fixe sera le centre. 

En effet, concevons une ellipse qui ait pour centre le 
point fixe , qui passe par la position initiale du mobile et 
soit tangente à la direction de sa vitesse initiale. Ajoutons 
enfin, pour déterminer complètement la courbe, cette 
dernière condition que dans la position initiale la force 
attractive estimée suivant la normale , ou la force centri- 
pète, est égale au carré de la vitesse initiale qui est don- 
née , divisé par le rayon de courbure en ce môme point. 

Ce rayon sera ainsi connu, et l’on aura assez de conditions 
pour que l’ellipse soit déterminée. 

Cela posé , si l’on oblige , d’une manière quelconque , le 
point à se mouvoir sur cette ellipse , de telle sorte que les 
aires décrites par le rayon vecteur partant du centre 
soient proportionnelles au temps, la discussion précé- 
dente prouve qu’il sera sollicité par une force dirigée vers 
le centre et proportionnelle à la distance. Mais cette force 
ne sera autre que la proposée. En ell’et , elle est dirigée 
vers le même point, elle suit la meme loi, et elle a la 
même valeur au point de départ , puisqu’on a déterminé • 
le rayon de courbure de l’ellipse par cette condition. Celle 
ellipse sera donc décrite en vertu de la force' donnée. Et 
par conséquent , une force qui attire un mobile vers un 
centre fixe proportionnellement à la distance à ce point, 
fait décrire une ellipse dont ce point est le centre.' 

Ce mouvement présente une particularité qui mérite 
d’être remarquée. ^ •• • 

Nous avons reconnu dans le problème pi'éeédeut que 
la force 9 se trouvait exprimée par la foi'irnde suivante 
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au moyeu de la durée T de la révolution entière t 



Si l'on désigne par p sa valeur à ruiiité de distance , on 
aura 



p = d'où 



T = 






Cequimontrequeladuréede la révolution est indépendante 
des circonstances initiales qui déterminent l’ellipse parti- 
culière; elle ne varierait qu’avec la constante P qui me- 
sure l’intensité de la force attractive à l’unité de distance. 

6. Solution analytique de cette seconde question . — 
Traitons maintenant par l’analyse cette question réci- 
proque , et proposons-nous de trouver la courbe que décrit 
un point attiré ou repoussé par un centre fixe proportion- 
nellement à la distance à ce centre. 

On a dans ce cas ^ = p/’, p étant positif dans le cas de 
l’attraction , et négatif daus le cas de la répulsion : l’équa- 
tion (3) donne, en représentant par c une constante arbi- 
traire, qui sera déterrninée par l’état initial. 



posant f - 






y c’ 



= ^ , on tire 

dz 



dz 






d’où, en intégrant et désignant par a une constante arbi- 
traire qui résultera des valeurs initiales de ;• et 6 , 

. . P 2 

^ ■ ± a (6 — a) = arc cos • 
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Si, pour plus de simplicité, on compte les angles à partir 
de la direction <jui fait l’angle « avec l’axe primitif, il 
faudra remplacer 0 — a par 0, et l’équation précédente 
devient , en prenant les cosinus des deux membres , 

' c' 3 

== = COS 20 , 

d’où ’ . 

z-==c ' — — ^(cos’O — Sin'6) = ~ 

Multipliant par ;■*, il vient ■ . 




ou 

Or, si ft est positif, les coefficients de x‘ et y* sont de , 
même signe, et la trajectoire est une ellipse ayant pour 
centre le point fixe , comme nous l’avions démontré syn- 
thétiquement. Si P est négatif, c’est-à-dire si la force est 
répulsive, les coefficients sont de signes contraires, et la 
courbe est utie hyperbole ayant encore le point fixe 
pour centre. 

Dans ce dernier cas le mouvement n’est pas révolutif , et 
le point reste évidemment sur la même branche de l’hy- 
perbole. 

7. La question que nous venons de traiter présente 
une circonstance dont on peut profiter pour obtenir direc- 
tement les valeurs des coordonnées x et )' en fonction 
de t ; ce qui donne la solution la plus complète de la ques- 
tion, puisque l'on connaît alors la position du mobile 
à chaque instant, et que tous les autres éléments du 
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mouvement en dérivent immédiatement. J.es équations 
générales du mouvement d’un point deviennent, en sup- 
posant f =s [jur, 

rf’x d^r 



• Les variables x fil y étant séparées, on peut intégrer 
chacune de ces équations , et l’on connaîtra x cty en fonc- 
tion de t. On trouve d’abord, en supposant p positif, 

a; = A sin.ry'p -t- B cos.r\/fi, 

J' == A'sin.ty^fi -f- B'cos.ty^p. 

Prenons pour axe des x la ligne qui joint l’origine à la 
position initiale du point : désignons par /’g la longueur 
de cette ligne, par la vitesse initiale, para l’angle 
formé par la direction de cette vitesse et celle de la droite 
menée de la position initiale vers l’origine. Enfin , pre- 
nons l’axe desy du même côté dci’axe des x que la direc- 
tion initiale de la vitesse. On devra avoir pour t = o les 
conditions 

dr . dx 

jr = o, x—r,, = sma? ~ — v. cosa. 

Les quatre coefficients A, B, A', B' seront déterminés 
par là, et l’on aura, par suite, 



V, cos a . /- 

X = — — sin.f Vf* -f- r.cos.f Vf*> 

Vf* 




<’o sin a 

v/f^ • 




Ces équations renferment la solution complète du pro- 
blème. Elles donnent pour x et y des valeurs pério- 
diques, et la durée de la période est pour l’une et 1 autre 

comme nous l’avions déjà trouvé. 
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En éliminant t entre elles , on trouve 

(x sin a -h / cos a)’ ^ J' ’ = rj sin’ a. 

Ainsi, lorsque ^ est positif, c’est-à-dire quand la force 
est attractive , la courbe décrite est une ellipse dont le 
point flxe est le centre. Cette ellipse se réduirait à un 
cercle si l’on avait 

“ = ^> et v’=^r;. 

Si [JL est négatif, c’est-à-dire si la force est répulsive, les 
sinus et cosinus sont remplacés par des exponentielles; 
mais on peut se servir du calcul qui vient d’étre fait, et 
opérer la transformation dans les résultats. L’équation de 
la trajectoire devient, par le changement de signe de p, 
celle d’une hyperbole ayant le même centre , et les va- 
leurs de j: elj' prennent la forme suivante ; 




Elles ne deviennent infinies tpie lorrque /. lui-même le 
devient; ainsi le point mettrait un temps infini à parcou- 
rir la branche d’hyperbole sur laquelle il se trouve au 
commencement du mouvement. 

8. Deuxième exemple. — Unpoint matériel décrivant 
une section conique par l’action d'une force dont la 
direction passe constamment par un foyer de cette 
courbe, trouver l’expression de cette force. 

Quelle que soit cette section conique, son équation 
polaire jieut être mise, comme ou sait, sous la forme 
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P désignant le demi-paramètre , d’excentricité; un l'oyei' 
de la courbe étant pris pour pôle, et les angles 0 étant 
comptés à partie de l’axe du côté, du sommet le plus voi- 
sin. La courbe sera une ellipse, une parabole ou une hy- 
perbole, suivant qu’on aura 

<• < I , e — \ , c > I , 

(>ette équation donne 

! I c cos 0 

^ P P 

d’où 

d.- 

r e sin 6 

~dô ~ 



Si l’on veut, comme dans l’exemple précédent, l'aire usage ' 
de la formule (d), on y reportera cette expression, dans 
laquelle on remplacera d’abord sinOpar sa valeur eu / , 
tirée de l’équation de la courbe, et l’on trouvera ainsi 



d où 






Ce qui apprend d'aboixl que la force est attractive v<-rs 
le foyer, puisque la valeur de ç est {K>sitive; et ensuite 
que sou intensité varie en raison inverse du carré de la 
distance à ce point. 

Il aurait été plus simple, dans le cas actuel, défaire 
usage de la formule (4). En elïét, l’équation de la courbe 
donne immédiatement 



d‘- 

r a cos 6 

lî¥ ~ JT’ 
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Ut, reportant dans réquàlioii (4), on obtient 



c’ 




Nous ne développerons pas ici cette question , qui sc repro- 
duira bientôt à l’occasion du mouvcmcji^ des planètes. 

9. Réciproquement . — Cherchons maintenant toutes 
les courbes que pourrait décrire un point attiré vers un 
centre fixe en raison inverse du carré de la distance. 

Nous nous boraerons pour le moment à donner une 
solution synthétique de cette question. 

Nous concevrons une section conique dont le point 
fixe serait Un foyer, qui passerait par la position initiale 
du point, et serait tangente à la direction de la vitesse 
initiale et du même côté que le point fixe; enfin nous 
achèverons de la déterminer en ajoutant la condition 
que le carré de la vitesse initiale divisé par le rayon de 
courbure au point de départ soit égal à la force-qui agit 
en ce point, estimée suivant la normale. 

Cette dernière condition fait connaître le rayon de cour- 
bure, et la section conique est complètement déterminée 
et unique. Nous verrons tout à l’heure comment on peut 
la construire avec ces données et reconnaître son espèce. 

Cela posé , imaginons im point assujetti à se mouvoir 
sur cette courbe avec la même vitesse initiale que le point 
en question , et de telle manière que son rayon vecteur 
partant du point fixe décrive des aires proportionnelles 
au temps. D’après la proposition précédente, la force 
qui agira sur ce point sera dirigée vers le point fixe, et 
son intensité sera en raison inverse du carré de la dis- 
tance; de plus, il partira de la même position que le, 
point proposé, et sa vitesse initiale sera la même en 
grandeur et en direction; enfin l’intensité de la force 
dirigée vere le point fixe sera la même au point de départ ; 
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car sa composante suivant la normale commune est 
égale au carré de la vitesse commune divisé par le rayon 
de courbure qui est le même. Donc la force à laquelle 
sera dû le mouvement sur cette section conique sera iden- 
tique avec celle qui est donnée. Et comme, en vertu de 
cette force, le pqjnt en question, assujetti aux conditions 
initiales données , a son mouvement complètement dé- 
terminé, ce mouvement ne peut dilférer de celui qui a 
lieu sur cette section conique. 

Ainsi, un point attiré vers un centre fixe en raison 
inverse du carré de la distance se meut nécessairement 
sur une section conique dont ce centre est un fojer. 

Il reste à déterminer celte courbe d’après les données , 
qui sont le foyer de la courbe , ou de la branche de courbe 
s’il s’agit d’une hyperbole , un point et la tangente , ainsi 
que le rayon de courbure en ce point; ce rayon de cour- 
bure devant être situé du même côté de la tangente que le 
foyer. 

SoientF {fig- i) le foyer, M le poinldonné, PQ la tan- 
gente, et O le centre de courbure. On sait qu’en abais- 
sant de O une perpendiculaire OH sur MF, puis une se- 
conde de H sur la normale, le pied K de cette dernière 
appartient à l’axe principal qui contient Je foyer. Joi- 
gnant donc FK, on aura la direction de cet axe; et le 
second foyer sera donné par la rencontre de cette droite 
avec la droite MN , menée par le point M sous un angle 
PMN, égal à FMQ. Si la rencontre a lieu du côté de QP 
où SC trouve le foyer F, la courbe sera une ellipse; elle 
sera une parabole si MN est parallèle à FK , et une hyper- 
bole si la rencontre a lieu du côté opposé. 

Or, il est facile de reconnaître, d’après les données 
initiales, lequel de ces trois cas arrivera. En effet, soit 
menée par le point F une parallèle à MN , qui coupe en I 
la normale. Si l’on a MR <; MI, FK rencontrera MN en 
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un point F' situé du même côté que F par rapport QP, 
et par conséquent la courbe sera une ellipse. Si l’on a 
MK. = MI , la ligne FK sera parallèle à MiV , et la courbe ' 
sera une parabole. Enfin, si l’on a MK >• MI, la ligne 
FK rencontrera le prolongement MIN ', et la courbe sera 
une hyperbole. 

11 faut donc calculer MK et MI d’après les données de 
la question. Or, MI étant la bissectrice de l’angle FMF', 
le triangle .MFI est isoscèle, et si l’on désigne l’angle connu 
FMO par e et la distance donnée FM par r» , on' aura 

MI = 2 r, cos 5. 

r 

Maintenant, d’après la manière dont le point K a été 
obtenu, on a 

MK = MO cos’a, 

et si l’on désigne par fo la vitesse initiale , la valeur de 
MO sera donnée par l’équation _ 



I COSï = 



MO 



f étant la force qui agit sur le point M , et dont la valeur 

est ; on en déduira 

r. 



MO = 



U COSI 



> et par suite MK =r • 



Comparant les deux expressions obtenues pour MK et MI , 
et supprimant le facteur commun /o cose, ôn voit que la 
trajectoire sera une ellipse, une parabole- ou une hyper- 

bole, suivant que r’ sera négatif, nul ou positif. Il 

est remarquable que la nature de la courbe ne dépende 
que de la vitesse et de la distance du mobile au centre 
d’attraction , au commencement du mouvement , et que la 
direction de la vitesse n’v entre pour rien. 
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On pouiTail traiter cette question par l’analyse en fair 
saut usage de l’équation (3); on aurait à intégrer une 
équation dillérentiellc du premi^'r ordre entre ;• et 6; oji 
reconnaîtrait facilement que l’équation ainsi obtenue peut 
représenter les trois sections coniques, et on serait con- 
duit'aux mêmes caractères que nous venons de trouver 
pour en faire la distinction. Mais nous aurons occasion de 
revenir sur cette question, et nous efl’ecluerons alors les 
calculs que nous ne faisons qu’indiquer. 

' 10. Troisième exemple. — Trouver la trajectoire dé- 

■ crite par nn point attiré vers un centre fixe, en raison 
inverse du cube de la distance. 

Soient A ( fig. a) le centre d’attraction , B le point dans 
sa position initiale, a l'angle que fait avec B A la direc- 
tion BC de sa vitesse; représentons toujours par fo l’inten- 
sité de cette vitesse , et par la distance AB. 

La formulc(4), appliquée au cas actuel, où l’on a ip = ^ , 
donne 



,U. 

■ rfS’ \rji>j sin’a )r 

Nous distinguerons trois cas, suivant que l’on aura 
I négatif, nul ou positif. Dans tous les cas, 



rJ(>J sin’a 



la vitesse v sera donnée par la formule 




c étant déterminé par les valeurs initiales de v et r. 

1 °. Soit d’abord , fi' . i = o, ce qui est le cas le 

r]vl sin’a ^ 

plus simple ; l’équation précédente devient 



M 



Çr=o, d’où i=A6-|-B. 
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Pour déterminer les constantes A et B , nous remarque- 
rons qu’au point B , par lequel,. pour plus, de simplicité, 
nous ferons passer l’axe polaire, ou doit avoir 



(«) 



= — tanga. 



Or, pour (3 = 0 l’équation de la courbe donne 

" ’ — B — A - 

__B, ---A, 

i! en résultera donc 

„ I ' . cota 

B = - , A = — , 
r, r, 

et l’équation de la trajectoire sera 



I 6 cota 



Cette courbe est donc une spirale hyperbolique dont le 
point A est le pôle. 

Si l’angle « est aigu, cota est positif, et lorsque 9 aug- 
mente indéfiniment, le mobile s’approche indéfiniment- 
(kl pôle A. < ' 

Si a est droit, on a 

cota = O , et /■ = (I ; 

la courbe se réduit alors h un cercle. Et l’on peut remar- 
quer une fois pour toutes que, dans toutes les lois d’at- 
traction, si le mobile part avec une vitesse perpendicu- 
laire au rayon vecteur, et telle que le carré de cette vitesse 
divisé par le rayon vecteur soit égal à la valeur de la force 
accélératrice qui agit sur lui à cct instant, il décrira né- 
cessairement d’un mouvement uniforme le cercle qui au- 
année. ‘ 2 
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rail pour contre io polo. Car ce cercle sérail la Irajeclôire j 
en supposanl une force conslanle égale à celte valeur ini- 
tiale; mais il peut aussi être considéré comme décrit en 
\ertu de la force proposée qui, ne dépendant que de la 
distance, agira toujours avec la inèmc intensité à tous les 
points du cercle; donc, puis(|ue celte courbe peut être 
considérée comme décrite en vertu de la force proposée, et 
((ue celle-ci ne peut produire qu’un seul mouvement 
<l’après les données initiales, c’est cetl» courbe même 
«|u’elle fera décrire. 

Finfin , si a est obtus , le point ne tend plus vers le pôle , 
et le rayon devient infini pour 0= — tanga, ce qui 
donne la direction de l’asymptote. 

Cherchons maintenant à exprimer les coordonnées du 
mobile en fonction du temps. 

L’équation v*(l0 = cdt donne, en remplaçant /• par sa 
valeur, 

— 

c ( I -1-0 cot a)’ ’ 

d’où 



€ cota ' I -h 6 cota 






en déterminant la constante c par la condition qu’on ait ' 
en même temps < = 0 , 0 = o, et remplaçant c par sa 
valeur raV'o sina, on aura ^ 

< = — 1 ■ • 

i’jCOSa\ i-|-0rota/ e„cosa 



d’où l’on dé<luit 



r = r, — f cos a , 



et 



0 = 



cot a 



I COSa 

r» 
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l.a valeur de r diminue à mesure que t augmente, et de- 



vient nulle pour t 



le mobile parviendrait doue 



cos a 

au pôle après cet intervalle de temps , à partir du point 
de départ. Quant à la valeur correspondante de 6, elle 
augmente sans limite, et le mobile a fait dans ce môme 
temps une iufîuité de révolutions autour du pôle. 

Si maintenant on cherebe les positions qui ont précédé 
le moment qu’on a pris pour origine du temps, il faut 
faire t négatif depuis zéro jusqu’à l’infini ; r ira en crois- 
sant depuis To jusqu’à l’infini, et 0 depuis o jusqu’à 

* ■ qui donne la direction de l’asymptote. 

i* 



cota 

2 °. Soit maintenant 



r\v\ sm'a 



I = — rr 



n étant 



une quantité réelle^ 

L’équation différentielle de la trajectoire aura'pour in- 
tégrale 



- = A sin -+- B cos/f6. 
r 



En déterminant les constantes A et 11 d’après les données 
initiales, on obtient 



« cota . 

- z= cos /»G H sin «0 : 

r n 



sin (nO -|- t) 



en posant 



cota 



n 



: cot Ê . 



Si l’on veut connaître le point où le mobile sera le plus 
près du pôle, il faut rendit; ^ le plus grand possible, ce 
qui se fera en posant sin («6 -|- e) = i , ce" qui donne * 



r = r.sin i. 



d’où 



et «6 -f- f z= -, 
a 



«G = •; 

2 












n 

y 









-•il 
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on PU dikluit 



Ii<ngn0 = cot e = 



cota 



d.- 

romnie on I aurait trouve en posant = o. 

A partir de cette valeur particulière, si l’on augmente 
ou qu’on diminue 0 de quantités égales, sin (/i6 + e) rece- 
vra 1(» mêmes valeurs, cl par conséquent la courbe est 
svmétrique par rapport à la direction du rayon vecteur 
minimum. 

l.a valeur de r deviendra inlinie lorsqu’on aura 

sin (wO s) = O, ou n 6 + s= mit, 

in désignant un nombre entier quelconque; on aura alors 

tangnS = — tangî=— n tanga. > 

La plus petite valeur de 0 qui satisfera à cette équation 
donnera la direction vers laquelle tendra le rayon vecteur 
en croissant indéfiniment; mais on ne l’obtiendra qu’a- 
près un temps infini, comme on le reconnaîtrait facile- 
ment en exprimant t en fonction de 0, d’après l’équation 

r''dQ = cdt. 

3“. Supposons, en dernier lieu, — i = 

’ rjvjsm’a 

En intégrant l’équation différentielle de la trajectoire, . 
ou trouvera d’abord 



- = ke”'> -t- Bc 



, — «6 



et en déterminant les constantes A et B d’après l’état 
initial, on obtiendra 



= (. + — ) c"«+ (> - 



-«s. 
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Ou voil par là que 0 croissant iiuJéiiiiiiiicut, r (eudi a vers 
zéro. ' . ■ 

Si pour plus de simplicité ou suppose at = - » ou aura 



.Celte spirale sera symétrique par rapport à Taxe polaire; 
ses deux’ brandies auront le pôle pour asymptote, et il 
est facile de voir que le mobile y parviendra après un 
temps fini. En efle^, de l’équation 



ou tire 



d’où 






dit : 

net 
^ ' 



>‘M = dit 
4rJr/0 






I 



C,. 



/< 0 ": 



Déterminons la constante C| par la condilion tju’on ait à 
la fois t=: O, 6 — O, on trouvera 



C, = 



et par suite 



— 



net 

TT 






Or, 0 croit indéfiniment à mesure que t s’approche de ^ 

ainsi le mobile parvient au pôle au bout de ce temps. 

Si l’on cherche le monvement qui a précédé l'épo<iuo 
prise pour origine du temps, il faut supposer t négatif; 
l’équation précédente donnera, alors 0 négatif, et l’on 

trouvera Q — — oo lorsque l’on aura t — — — , comme on 
* «« ’ 

pouvait le prévoir. 
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11 est un cas paiticulier qui mérite d’èlrc remarqué; 
c’est celui où il n’entre qu’une seule expouentielle dans 
l’équation de la trajectoire, qui devient alors une spirale 
logarithmique. Ce cas a lieu quand on a 

cot a =db n. 

Supposons par exemple cot«= — «. On a pour l'équa- 
tion de la trajectoire 

C’est ce qu’on aurait pu reconnaître immédiatement au 
moyen de l’équation (3) qui , dans le cas actuel , a la forme 

/dr\ 



M 






Or, loi-sque les constantes données satisferont à la condi- 
tion ^'l= il est évident que l’équation donnera une 

valeur constante piour le rapport qui est la tangente 



(S) 



de l’inclinaison du rayon vecteur sur la courbe; or, c’est 
là la propriété caractéristique de la spirale logarithmique. 
Dans ce cas, la valeur de «*, qui est 



f* f* 



ry- sin'a 



devient 



— I , ou cot’ a ; 

sin’ a 

ce qui ramène à la condition déjà trouvée. 

Application au système du monde. Mouvement des 
planètes. 

11. L’observation attentive des mouvements des corps 
célestes, continuée pendant un grand nombre de siècles , 
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en a fait connailre plusieiiiis lois générales qui cml pu 
servir de base à l’applicaiion des théories mathématiques. 
Pour que les formules que nous avons établies puissent 
s’appliquer au mouvement des planètes et de tous les au- 
tres corps célestes , il suffit d’admettre que la matière qui 
les compose est soumise aux lois que nous avons recon- 
nues , sans exception , dans les corps qui nous entourent , 
et qui ont pu être soumis à nos expériences. Or, s’il était 
, possible de douter à priori que les corps célestes soient 
forqiés d’une matière qui jouisse de ces propriétés , l’ac- 
cord entre les conséquences les plus minutieuses de celte 
hypothèse , et l’observation des faits en donnerait la 
preuve à posteriori. 

Les mouvements des corps célestes , considérés relati- 
vement à la terre , sont très-compliqués ; mais , rapportés 
au soleil, ils deviennent d’une extrême simplicité. Ils 
sont soumis à trois grandes lois , connues sous le nom de 
lois de Képlcr, et dont nous allons donner les énoncés , 
en considérant les planètes comme réduites à de simples 
points matériels : 

i". Les planètes, dans leur mouvement par rapport au 
soleil , décrivent des courlves planes , et leurs rayons vec- 
teurs , partant du centre du soleil, décrivent des aires • 
proportionnelles au temps; ^ ' 

a". Les trajectoires relatives, ou les orbites des planètes, 
sont des ellipses dont le centre du soleil occupe un des 
foyers; 

3°, Les carrés des temps des révolutions des planètes 
autour du soleil sont proportionnels aux cubes des 
grands axes de leurs orbites. 

. oyons quelles conséquences rigoureuses on peut tirer 
de ces lois. 

(’.omme nous ne savons pas si le centre du soleil est im- 
mobile., il faut raisonner comme s’il était en raouveinent. 
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Or, l’expérience ayant démontré rpie les aires décrites par 
•le rayon vecteur d’une planète autour du centif du soleil 
sont proportionnelles au temps , on en conclut , d'après 
la théorie du mouvement relatif, que la force relative qui 
sollicite cette planète est dirigée vere le centre du soleil , 
quelles que soient d’ailleurs la nature et la loi de cette 
force. Ce qui signifie, comme nous le savons, que si , à 
un instant quelconque, on appliquait à la planète une 
force accélératrice égale , parallèle, et de .sens contraire à • 
celle qui donnerait an soleil le mouvement qu’il a dans 
l’espace, la résultante de cette force et de celle qui est 
réellement appliquée à la planète est constamment diri- 
gée vers le centre du soleil. Maintenant, la seconde loi 
de Képlcr, faisant connaîti'e la trajectoire relative de la 
planète, va déterminer la fonction qui représente l’in- 
tensité de la force relative qui la fait décrire. Soient aa 
le grand axe de cette ellipse, e son excentricité, r le 
rayon vecteur mené du centre du soleil à une }wsition . 
quelconque de la planète , et t>) l’angle que forme son 
grand axe avec la ligne fixe passant parle centre du soleil , 
à partir de laquelle nous comptons les angles 6 qui déter- 
minent le rayon vecteur. L’équation de cette courbe sera 

n(i — c’) I I -t-ccos(9 — w) 

I -l-'fc cqs (8 — oi) r a(l — e^') , 

Or, nous avons trouvé, pour l’expression générale de la 
force accélératrice y , la formule suivante : 




L’équation de la trajectoire que nous considérons donne • 

rf' - 'n 'a 

' r c cos (9 — w) 

r/9' n(i — f') t.' • ' 
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a(i — c^) 



et, par suite, 



a(i ^ c‘‘) 



Cette valeur étant positive, il s’ensuit que le mouve- 
ment relatif d’une planète quelconque autour du soleil 
est produit par une force dirigée vers le centre de cet 
astre, et sa grandeur varie en raison inverse du carré de 
la distance à ce point. 

Un calcul analogue conduirait à cette même loi si la 
trajectoire, au lieu d’être une ellipse, était une parabole 
ou une hyperbole. 

12. Il reste encore à comparer les forces accélératrices 
qui agissent sur des planètes différentes placées à la même 
distance du soleil. ■ 

Or, à l’unité de distance , on a . ' ' ' 

^ n ( I — e ’ 

c désignant le double de l’aire décrite par le rayon vecteur 
dans l’unité de temps. Si donc T est le temps de la révo- 
lution entière , on aura 



ÿcT = 7ra*\/i — e-. 



et, par conséquent. 



= X' 



à l’unité de distance du centre du soleil. Mais, d’après la 
troisième loi de Képler, le rapport — est le même pour 
toutes les planètes; donc 1» force qui .sollicite l’unité de_ 
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r 

masse de chacune d’elles vers le centre du soleil est la 
même à la même distance de ce point. 

Ainsi les mouvements relatifs des planètes sont dus .à 
une force dirigée vere le centre du soleil , proportionnelle 
à la masse sur laquelle elle agit , et en raison inverse du 
carré de la distance à ce centre. 

13. Mais il ne faut pas se méprendre sur le sens rigou- 
reux de ces conséquences. 

Les lois de Képler prouvent que, dans le mouvement 
relatif tel qu’il a lieu pour une planète quelconque, la 
foi-ce qui agit sur ce corps suit la lot que nous venons de 
déterminer; mais s’ensuit-il que cette loi serait la même 
pour un autre mouvement de la même planète? Par exem- 
ple, ce corps, placé sans vitesse à différentes distances du 
centre du soleil, serait-il attiré vers ce point en raison 
invci-sc du carré de la distance? Cela ne résulte nulle- 
ment de la valeur trouvée pour op, car elle aurait pu être 
exprimée en fonction de fl, et mêmede-t; et l’on en aurait 
conclu, avec autant de raison , d’auti'es lois pour la force 
accélératrice. _Ces lois auraient été prouvées pour le 
mouvement en question, mais non pour aucun autre; 
et il est évident que deux d’entre elles au moins ne sau- 
Vaient être générales, puisque chacune d’elles exclut les 
autres. 

Néanmoins, l’ensemble des résultats relatifs aux diffé- 
rentes planètes peut conduire à la connaissance de là loi gé- 
nérale que suit 1^ force qui produit leurs mouvements. Ou 
reconnaît d’abord qu’elle ne peut dépendre du temps ; èar, 
pour chaque planète, la force serait exprimée par une 
fonction périodique , dont la période aurait la même durée 
que la révolution de cette planète; ce qui ne saurait 
être, puisque ces durées varient d’une planète à l’autre. 
.On ne peut admettre non plus <{ue la force dépende de la 
direction, car les calculs relatifs à chaque planète ne s’ac- 
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corderaic'iU pas à donner une m^me forme ii celte fonc- 
tion. Au contraire, tous ces mouvements conduisent a 
une même expression de la force accélératrice en fonction 
de la distance; on ne peut donc douter que ce ne soit là 
la vraie loi suivant laquelle la matière qui compose les 
planètes est attirée vers le centre du soleil, autant tou- 
tefois que les lois de Kepler seront regardées comme 
exactes et immuables. 

Cette action , dirigée constamment vers le centre du so- 
leil, semble ne pouvoir être attribuée qu’à la matière 
même qui compose ce corps ; et , si l’on étend aux corps 
célestes , agissant à distance les uns sur les autres , le 
principe de l’égalité de l’action et de la réaction, on doit 
admettre que le soleil est attiré vers chacune des planètes 
proportionnellement à leurs masses respectives. Mais le 
soleil attirant la matière de toute espèce qui compose 
toutes ces planètes placées si diversement par rapport à cet 
astre , il est impossible de se refuser à admettre qu’il attire 
aussi , de la même manière , les satellites de ces planètes ; 
et, comme les rayons menés du centre du soleil aux diflé- 
rents pioints d’une planète et de ses satellites sont sensible- 
ment égaux et parallèles, on peut regarder ce système 
comme sollicité par des forces parallèles et proportion- 
nelles aux masses : d’où il résulte que l’action du so- 
leil ne change pas sensiblement les mouvements relatifs 
d’une planète et de ses satellites. 

Or, les lois de Képler s’étendent à ces derniers moü-v 
vements ; il s’ensuit donc , par les mêmes raisons déjà don- 
nées pour les planètes relativement au soleil , que les sa- 
tellites d’une même planète sont sollicités vers le centre 
de cette planète par des forces proportionnelles à leurs 
masses, et en raison inverse du carré de la distance à ce 
centre. Et' d’après ce principe de l'égalité de l’action el 
du la réaction, les satellites, attirent leur planète com- 
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munc, projxH-lionnellemcnt à leurs masses respectives et 
à la môme fonction des distances.'^! 

Une planète attirant le soleil proportionnellement à la 
masse qu’elle possède, il est naturel d’admettre que toutes 
les parties qui la composent concourent à produire cette 
action dans la proportion de leurs propres masses , et 
qu’ainsi une molécule quelconque de cette planète attire 
le soleil dans le rapport de la masse de cette molécule à 
celle de la planète. Il est aussi naturel d’admettre qu’il 
en est de même pour l’attraction qu’exerce la planète 
sur ses satellites, et qu’une molécule quelconque de 
cette planète attire un satellite dans le rapport de la 
masse de cette molécule à ccUc de la planète. Maintenant 
les satellites d’une même planète étant attirés par elle, 
proportionnellement h leurs masses, on en conclut encore 
que leur réaction , égale et contraire, est proportionnelle 
à leurs masses , et que , par conséquent , toutes les par- 
ties d’un satellite attirent proportionnellement k leurs 
propres masses. Enfin , par analogie, on étendra la même 
propriété à la matièrtî du soleil, et l’on admettra que 
toutes les parties qui le composent attirent la matière 
proportionnellement à leurs propres masses , et en raison 
inverse du carré de la distance. En généralisant cette 
conception, on regardera comme une loi commune à 
.toute la matière qui compose notre système planétaire, 
que deux molécules quelconques s’attirent l’une l’autre, 
proportionnellement à leurs masses , et en raison inverse 
du carré de leur distance. . 

\i. Si les corps célestes étaient exactement sphériques 
et formés de couches concentriques homogènes , nous 
avons démontré que, dans la loi d’attraction que nous 
admettons, ils agiraient les uns sur les autres comme si 
toute leur masse était réunie en leur centre. II n’en sera 
pas tout à fait ainsi, parce que leur figure diffère un peu 
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.de celle de la sphère, mais il n’en résuliera que des per- 
turhalions donl on ne doit pas tenir compte dans une pre- 
mière approximation. Kous considérerons donc le soleil, 
les planètes et leurs satellites comme des points maté- 
riels de masses diilérentes qui s’attirent tous proportion- 
nellement à leurs masses, et en raison inverse du earré de 
la distance. 

L’attraction qu’éprouve une planète de la part des 
autres corps du système produit dans son mouvement 
autour du soleil des perturbations qui sont l’objet prin- 
cipal de la mécanique céleste; nous ne nous en occupe- 
rons pas dans ce cours , et nous considérerons ce mou- 
vement de chaque planète dans la supposition où il 
résulterait de la seule action qui existe entre elle et le 
soleil. 

Cela posé, désignons par f l’attraction mutuelle de 
deux unités dè masse, supposées réduites à de simples 
points, et placées à une distance égale à l'unité de lon- 
gueur. Soijent M et ira les masses du soleil el'd’vme planète;, 
leur action mutuelle à la distance r aura pour expres- 
sion La force accélératrice sera pour la planète , 

et pour le soleil"^ ; et pour chacun de ces deux points 

elle sera dirigée vers l’autre. Si donc on veut connaître 
le mouvement relatif de la planète autour du soleil , il 
faudra supposer qu’elle soit sollicitée par une force égale, 
à la somme . - . 

/M /(M-t-iu) 



dirigée vers le soleil que l’on considérera alors comme 
fixe; car, d’après la théorie générale du mouvement re- 
latif, on doit appliquer au point dont on étudie le mou- 
vement, une force accélératrice, égale, parallèle, et de 
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sens contraire à la force accélératrice qui agit .sur l’autre; 
on peut ensuite considérer ce dernier comme fixe, et le 
mouvement de l’autre comme mi mouvement absolu. 
Quant à la vitesse initiale qu’il faudra supposer au point 
mobile, elle sera la résultante de sa vitesse absolue ini- 
tiale, et d’une vitesse égale parallèle et de sens contraire 
à celle de l’autre. 

Or, dans le mouvement relatif d’une planète autour du 



soleil , nous avons trouvé 



i 4 " 



pour l’expression do la 



force accélératrice relative , en supposant la distance égale 
à l’unité; nous aurons donc, d’après ce que nous venons 
d’établir, 



T’ 



=/(M -h m). 



On voit parla que — dépendant de in doit varier d’une 

planète à l’autre , à moins qu’elles n’aient des masses 
égales , ce qui n’a aucune vraisemblance. Mais , comme 
l’observation a 'conduit Képler à regarder ce rapport 
comme le même pour toutes les planètes , on est obligé 
d’en conclure que le terme Jm est une très-petite partie 
du second membre y(M -i- ni), et que par conséquent la 
masse m d’une planète quelconque est très-petite par rap- 
port à la masse Mdu soleil. Nous verrous bientôt l’appli- 
cation de cette importante remarque. 

15. Nous avons été conduit à la loi de l’attraction en 
faisant usage de formules générales relatives aux forces 
centrales; mais on pouvait y parvenir plus simplement - 
par la seule considération de la force centripète. Avant - 
d’exposer cette méthode , nous rappellerons quelques for- 
mules relatives à l’ellipse, et qui sont d’une application 
fréquente. 

Soient a et b (fiÿ. S) les demi-axes d’une ellipse, c la 



I 



i 



I 

i 
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distance du centre aux foyers. Joignons un point quel- 
conque M de cette courbe aux foyers F, F'; abaissons de 
F, F' et du centre ü, les perpendiculaires FP, F'P',OQ, 
sur la tangente en M, et tirons la normale MN. Posons 
FM=5, F'M=a', FP=/j, F'P'=/>'; OQ=7, MN=/!, NMF=w, 
on obtiendra facilement les formules suivantes : 




a 




a 






cosu= sin FMP = -t=> 
v'W' 



' O 



ab 



De ces équations on tire pp =b * , qn=b* , et, par suite, 
pp' = qn, onp’.n ::q '.p. 

Dans toutes les sections coniques , le rayon de cour- 
bure R est égal au cube de la normale , divisé par le carré 
du demi-paramètre. On aura donc ici 



R _ 

é' ab ' 

On reconnaît encore immédiatement que la projection de 
la normale sur l’un des rayons vecteurs, ou ncosw, est 

égale au demi-paramètre ~ 

On voit aussi que la projection du rayon de courbure 

sur un des rayons vecteurs , ou Rcoso), est égale à — ■>. 

quatrième proportionnelle que l’on construira immé- 
diatement, de manière que M soit une de ses extrémités, 
et l’autre en un certain point de IVIF'. Elevant en ce point 
une perpendiculaire à MF', elle rencontrera la normale 
au centre de courbure. Mais on arrivera encore à une 
construction plus simple indiquée par Newton , en obser- 
vant qu’on a 

n ■ • 

R cos « = ■ 

cos w 
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D'où il suit que si par le pied de la iiortnalc ou lui élève 
une perpi'udiculairc jusqu’à la rencontre d’un des rayons 
vecteurs, et que par ce point de rencontre on en élève 
une autre à ce rayon vecteur, cette dernière ligne coupera 
la normale au centre de courbure. 

iü. Revenons maintenant à la question de mécanique. 
Les aires étant proportionnelles au temps , la force qui 
produit le mouvement relatif autour du soleil passe par 
le centre de cet astre ; et il s’agit de trouver la loi de 
cette force, sachant tpie la courbe décrite est une ellipse 
dont le centre du soleil occupe un foyer. 

Désignons par 9 la force accélératrice appliquée au 
point matériel M et dirigée suivant MF ; sa composante 
suivant la normale MN sera ^cosu, et son expression 

sera^j edésignantlavites^^du mobile. Si maintenant 

on désigne par C le double de l’aire constante décrite par 
le rayon vecteur dans l’unité de temps, le double de celle 
qu’il décrira dans le temps dt sera Ç.dt. Or, cette aire est 
un triangle ayant pour base l’arc ds décrit dans le temps dt^ 
et pour hauteur p. On aura donc 



pds =. Cdt, 



et, par suite. 



C’ 

çcos« = - = — , 




d’où 



- C’ 
p’Rcosw’ 



et, remettant pour p, R, et cosco, leurs valeurs en det d', 

O a 

Ce qui prouve que la force est en raison inverse du 
carré de la distance au centre du soleil. > 

On peut exprimer la constante C au moyen du temps T 
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delà l'evohitioii de la planète autour du soleil 
do\ibIede l’aire de l’ellipse étant iTtah, on aura 



donc 



et 



CT= 2 k ab‘, 



C = 



2 k ab 
T 




4 îr’ fl’ I 

T’ ■ P' 



33 
car le 



. de sorte que la force accélératrice à l’unité de distance 
4^’fl’ . 



est 



T’ 



On retombe ainsi sur les résultats trouvés précé- 
demment. ^ . 



. ^ 

17. Avant d’obtenir la démonstration de la loi de l’at- 
, traction de‘s planètes, Newton l’avait entrevue par des con, 
• sidérations que nous allons indiquer, et qui, sans avoir 
le même degré de rigueur, ne laissaient pas que de’ donner 
de très-fortes inductions. ' " ' 

Les planètès' décrivant des orbites d’excentricités diffé- 
rentes, on peut supposer, par analogie, que les lois de 

Kepler, qui leur sont communes , s’appliqueraient encore' 

au cas d’orbites circulaires : d’autant plus que les orbites 
réelles étant très-peu excentriques, on peut avec une 
assez grande app.Toximation les regarder comme circu- 
laires. Amsi, on aura des résultats, sinon exacts, au 
moins fort approchés, en appliquant les lois de Képler 
au cas d’orbites circulaires. Cela posé, la loi des aires in- 
dique toujours que la force qui agit sur chaque planète 
est dirigée vers le centre du soleil. La seconde loi , qui, 
dans le cas général , prouvait que ,• pour la même planète’ 
la force accélératrice variait en raison inverse du carré de 
la distance, montre , dans le cas actuel, que la vitesse est 
constante; car les arcs de cercle sont proportionnels aux 
2 * ànnée. - 
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secteurs, etparsiiilc, aux temps; ou encore, ia force est 
' toujours normale à la trajectoire, et, par conséquent, la 
vitesse est invariable. Or, la force centripète, appliquée à 

l’uuité de masse , a pour valeur — » w étant la vitesse, ctRle 

rayon du cercle; elle est donc coitstante. Ainsi, dans ce 
cas particulier, comme on devait le prévoir, la seconde 
loi n’apprend rien relativement à la variation de la force 
avec la distance ; mais elle en donne toujours l’expression, 
au moyeu du temps T de la révolution entière de la pla- 
nète et du rayon de son orbite. On a , en effet , a R = 
et, par conséquent, en désignant par f la force centri- 

pète —, en substituant à e sa valeur en fonction de R et T, 



on aura 



? = 



4ît’R 



ce qui s’accorde avec la valeur générale ^ dans la- 

quelle on supposerait v— « =R. 

Passons maintenant à la troisième loi , qui , dans le cas 
général , étendait la loi d’attraction trouvée , pour les di- 
verses positions sur une même orbite , aux positions rela- 
tives à des orbites différentes. Dans le cas actuel, le ré- 
sultat analogue que nous allons trouver ne sera pas une 
extension , mais bien la première manifestation de cette 
même loi. Soient y, çp' les forces accélératrices relatives à 
deux planètes quelconques, dont les distances au soleil 
sont R, R' , et les durées des révolutions T, T'. On aura , 
'd’après les valeurs de ® et y, 

■ . ... R . R' ’ 

? . y ' • • r|., - y • 

or, la troisième loi de Képler donne 
T’ ; T'» R-» ; R'’. 
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Remplaçant , dans le second rapport de la proportion ' 
précédente, T* et T'* par les quantités proportionnelles ' 
R’, R^’, elle devient 






K 






ce qui prouve que la force appliquée à l’unité de masse 
varie en raison inverse du carré de la distance au centre 
dù soleil. ■ - 

Les satellites d’une même planète étant soumis aux 
mêmes lois., relativement à leur planète, on en concluait 
que l’attraction des satellites varie de même en raison in- 
verse du carré de la distance au centre de la planète autour 
de laquelle ils opèrent leur mouvement. La terre, n’ayant 
qu’un satellite, ne pouvait fournir une vérification sem- 
blable de cette loi d’attraction; mais elle en donnait une 
autre qui n’a pas échappé à Newton. En effet, si de l’en- 
semble des phénomènes précédents on tire , comme nous 
l’avons déjà fait ci-dessus, la conséquence que deux molé- 
cules quelconques de matière s’attirent , proportionnelle- 
ment à leurs masses, et en raison inversé du carré de leur 
distance, la terre pouvant être considérée comme compo- 
. séede couches concentriques homogènes, son action sur un 
point situé à sa surface ou au delà est la même que si toute 
sa masse était réunie à son centre. Or, la distance des cen- 
tres de la lune et de la terre ayant pour valeur moyenne 
soixante rayons terrestres, la pesanteur à la surface delà 
terre doit être 36oo fois plus grande que l’attraction exer- 
cée par la terre sur une même masse située sur la lune : 
ce même rapport doit donc exister entre les espaces par- 
courus dans un même temps par les corps tombant à la 
surface de la terre , et par la lune dans le sens de l’attrac- 
tion de la terre. . • ' • > 

Or, cette vérification, bien facile à faire, réussit com- 
plètement. ' . 

3 . . 
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En effet , si ^ pour simplifier le calcul , jious considérons 
l’ellipse très-peu excentrique que décrit la lune, comme, 
un cercle dont le rayon K soit égal à 6o fois le rayon r de 
' la terre , supposée sphérique , la force centripète repré- - 
scnlera l’action g' de la terre. Cette -dernière est donc 

égale à 5 T étant la durée de la révolution de la lune 

autour' de la terre, dont la valeur en secondes est 
X 6o; on aura donc ” 

, 

• ^ ~ 6o[3p43p' ' •’ 

et , comme arr = 4*>o‘^‘>oüo, il vient , 

3.(39343)’’ 






ce qui ne diflere pas sensiblement de et l’on ne 

■"trouverait aucune erreur appréciable en ayant égard à di-. 
verses circonstances que nous avons négligées. 

Le résultat de ce calcul fournissait donc une confirma- 
tion de cette supposition , que toutes les molécules de la 
matièi'e s’attirent proportionnellement aux masses et en 
raison inverse du carré de la distance, et que la pesanteur 
à la surface de la terre est un cilèt de cette attraction, 
aussi bien que la pesanteur à laquelle la lune est soumise 
vers le rriême eentre. .. "• , 

18. Masses des planiles . — Il est facile de détermiucjr 
le rapport de la masse d’une planète à celle du soleil , lors- 
que cette planète est accompagnée d’un satellite ayant une 
niasse relativement très-petite.' En eflèt , représentons ■ 
pàf M là masse du soleil , par /« m celles de la planète et 
de son satellite, par an, 20 ' les grands axes des orbites de 
la.planète et du .satellite, et par T, T' les temps de leiifs 
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rcvolutious ; on aura, d’après ce qui préecde , 




= /(M 4- m), 




T' ï 



=■ /(m + m'); 



«^T'’ M 4- /fl 

m -t-m' ■ . 




Or, le second membre peut être rcgaixlé comme sciisible- 

, , , M . , 

ment égal a —, parce que m est tres-pctit par rapport- 

àM, ainsi que m' par rapport à m. On peut donc écrire 
m _ a'’T’ 

' • ■ • . M ~ - 

T etT' sont connus par l’observation', et il suffit de coii- 

iiaitrc^ une valeur approchée de ^ pour en déduire avec 

une approximation du même ordre le rapport de la masse 
de la planète à celle du soleil- INcwton a trouvé , par ce 
• procédé, pour le rapport de la masse -de Jup'i ter à 
ceUe du soleil. Des procédés plus précis ont donné , 
ce qui en dilïère trèsrpeu. 

19. La masse de la terre ne peut Se déterminer très- 
exactement par la médiode que nous avons indiquée |)our 
les planètes qui ont des satellites, parce que la masse de la 
lune ne peut être négligée par rapport à celle de la terre ; 
néanmoins cette méthode donnera un moyen de vérifica- 
tion lorsque l’on connaîtra le rapport doces deux masses. 

. Mais on peut parvenir à connaître la masse de la terre 
par un autre moyen qui ne saurait être employé pour au- 
cune autre planète, et qui résulte de la eonnaissance que 
nous avons de l’atlraetion qu’elle exerce sur les corps si - 
' tués à sa surface. Cette atlraclion est égale à la pesaiitctir, 
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augmentée de la composante verticale de la force centri- 
fuge. De plus, il faut avoir égard à l'aplatissement de la 
terre , et l’on trouve que , sur le parallèle dont le carré du. 
sinus de la latitude est j , et dont la distance r au centre de 
la terre a pour valeur r =s 636455 1, l'attraction G de la 
terre est sensiblement la même que si elle était sphérique 
et qu’elle eût rpour rayon. Eu la calculant d’après la lot 
tle la variation de la pesanteur à la ^rface de la terre 
{Mécanique céleste), on trouve qu’elle a pour valeur 
9,81645 , ce qui est un j)eu supérieur à g. 

Si donc on désigne par m la masse de la terre , et par/" 
l’attraction mutuelle de deux unités de masse placées à 
l’unité de distance l’une de l’autre, ou aura .. 



G = 9,81645. 

Ou peut tirer de là la valeur dey, et la reporter dans 
la formule + ’ti) qui se rapporte au luouve-. 

ment de la terre autour du soleil. Il en résulte 



d’où 



IVlais on a 



4îr’a’ __ Gr’(M-t-An) 

~T^ ~ m ’ 



M _ • 

m ~ Gr>T’ ~ 



T = 86400.(365,256374), 
et la valeur de la parallaxe du soleil donne 
n = 23984.^;. 
en etl'e'ctuant les calculs , on trouvera 

• _ ^ = 354592, , ou ^ i • 



354592 
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11 est facile de detluire de là le rapport de la densité de 
la terre à celle du soleil. En cll'et, le diamètre du soleil est 
égal à t lo fois celui de la terre, et les densités de deux 
• corps sont entre elles comme leurs masses divisées par 
leurs volumes; d’où l’on conclut facilement que la den- 
sité de la terre est à peu près quadruple de celle du soleil. 

Si , d'après cela , on calcule la pesanteur à la surface du 
soleil , on trouve qu’une môme masse pèse 29 fois et demie 
autant qu’elle pèserait à la surface de la terre; et que les 
corps, abandonnés à la libre action de cette force, y 
parcourent un espace d’environ mètres dans la pre- 
mière seconde, tandis qu’à la surface de la terre ri>space 

qu’ils paieourcnt dans le même temps n’c*st que 

20. Les masses des planètes qui n’ont pas de satellites 
ne peuvent être déterminées par le procédé du n” 18 , et 
l’on a recours , pour cela , aux perturbations que leurs 
actions mutuelles introduisent dans leur mouvement au- 
tour du soleil. L’action d’une planète étant proportionnelle 
à sa masse, on conçoit à priori que le trouble apporté 
par cette action dans un mouvement produit par celle du 
soleil peut conduire à la connaissance du rapport de la 
masse de cette planète à celle du soleil. Cette importante 
question est du ressort de la mécaiiique.célestc , et nous 
nous bornons à l’indiquer. Ce procédé peut s’appliquer 
également aux planètes qui ont des satellites, et c’est ainsi 
qu’on a trouvé pour la masse de Jupiter. 

Les masses des satellites d’une même planète pourront 
de même être comparées à celles de leur planète au moyen, 
des perturbations que leurs actions mutuelles apportent à 
leur mouvement autour de cette planète, et l’on en déduira 
leurs rapports à la masse du soleil, puisqu’on connaît 
celui de là masse de la planète à celle du soleil. 11 y aurait 
encore ici une exception pour la. terre qui n’a qu’un. 
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saUïllitu; mais on a oncori; ce même avaniage «luiil'on a 
profilé dans la recherclie dt; la masse de la terre; c’esl la 
connaissance de ce qui se passe à sa surface. En eflél , la 
lune produit à celte surface des perturbations provenant 
de l’inégalité des distances de ce satellite aux différents 
points de la terre. Ces perturbations sont le flux cl le 
reflux de la mer. Comme le soleil produit sur la mer des 
effets semblables, on conçoit que la comparaison de ces 
deux effets doit conduire au rapport des masses de la lune * 
et du soleil. Or, cette comparaison est facile par l’obser- 
vation des marées lunaire et solaire dont les lois sont 
différentes. JN'ous nous bornerons à dire que le rapport de 
la première à la- seconde est , dans le port de Brest , 2,3533 
(^Mècaniqfie céleste) ; par un calcul que nous ne rappor-, 
terons pas, on en déduit le rapport de la masse de la lune . 
à celle du soleil , et }>ar suite à celle delà terre. On trouve ' 
ainsi que la masse de la lune est ^ de celle de la terre. 

En considérant la terre et une autre planète .quel- 
conque donl/w, soit la masse, T, le temps de la révolu- 
tion, et a, le demi-grand axe de l'orbite, on obtiendra 
l’équation • 

' • _ M-f-m, T] 

. M -4- TO , T’ 

Si donc ;/i| et T, sont connus, on déterminera le rap- 
port et par suite a,, puisque a est connu. Celte équa- 
tion ne serait pas propre à faire connaître m, , parce qu’on 
ne peut connaître a, avec le même degré d’approximation 
que nous avons pu admettre polir à dans le n° 18, où il 
s’agissait de l’orbite d’un satellite. 

21 . Jusqu’ici nous n’avons déterminé que les rapports 
des masses des planètes et du soleil; mais on' peut obtenir 
une valeur approchée de celle de la terre, et toutes les 
autres s’ensuivrpqt. II. suffit, .pour cela, de conuaitre le 
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rapport de l’allraclion exercée par une masse connue sur 
un corps ({uelconque à une distance donnée, au poids de 
ce corps-, et c’est à quoi l’on peut parvenir soit par l’équi- 
libre, soit par des mouvements oscillatoires : nous nous 
contenterons de donner une idée du premier moyen. 

Supposons une boule d’un petit diamètre suspendue 
par un (il dont la longueur est l et soumis à l’action d’une 
sphère ayant pour rayon R, pour densité D, et son centre 
dans le plan horizontal mené par l’extrémité du pendule, 
à une distance a de ce point. Soient d et r la. densité 
moyenne et le rayon de la terre , et a l’angle formé avec 
la verticale par’ le pendule en équilibre. 

L’attraction exercée par la sphère sur la petite boule 



a» ’ 



et 



■dont nous désignerons la masse par m, sera -j'tr 

son bras de levier /cos a. L’attraction exercée par la terré 
sera -j itrdfm^ et son bras de levier /sina. I.æs moments 
de ces deux forces devant être égaiix pour l’équilibre, .on 
en conclut , en supprimant les facteurs communs , 



w • J- - 

— — cosa= rdsina, d ou 

n* ' 



R’D 



Si donc on peut observer l’angle ot , qui sera nécessaire- 
ment très-petit, tout sera connu dans cette équation, 
excepté d qui se trouvera déterminé. 

Une observation de ce genre faîte par Maskeline , en . 
Ecosse, dans, le voisinage d’une montagne dont il avait 
évalué approxi.mativcmentla mas^c et la distance moyenne, 
lui a donné, pour la densité moyenne de la terre, une va- 
leur égale à quatre ou cinq fois celle de l’eau. 

Une expérience faite par Cavendish, et dans laquelle 
l’attraction d’une sphère connue produisait des oscilla- ' 
tionsdont on pouvait déterminer la durée , a donné h la 
terre une densité égale à cinq fois et demie celle de l’eau. 
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La densité moyenne de la terre étant connue avec assez, 
d’approximation, on en conclut sa masse ainsi que celle 
des autres planètes et du soleil. 

Calait du mouvement d’un fioinl autour d'un autre j 
par lequel il est attiré en raison inverse du carré de In 
distance. 

22. Nous avons reconnu que les mouvements des pla- 
nètes autour du soleil sont produits par une force attrac- 
tive, agissant en raison inverse du carré de la distance, 
et que la loi de la force serait encore la même si les trajec- 
toires , au lieu d’ètre dt» ellipses , étaient des paraboles ou 
des hyperboles. Nous allons maintenant traiter la ques- 
tion inverse; nous considérerons une force dont l’in- 
tensité varie en raison inverse du carré de la distance ; 
et nous nous proposerons de déterminer de la manière 
la plus générale les trajectoires qu’elle peut faire dé- 
crire au point attiré, et la position de ce point à chaque 
instant. 

Il y a deux cas à examiner, suivant que le centre d’at- 
traction est fixe ou mobile. Il est d’ailleurs très-facile de 
faire rentrer le second cas dans le premier, en supposant 
que les deux points ne soient soumis qu’à leur action mu- 
tuelle, et en outre à des forces accélératrices égales et 
parallèles, qui ne pourront avoir aueune influence sur les 
mouvements relatifs. 

En effet, soit P l’action mutuelle des deux points dont 
les masses sont respectivement M et m; la force accélé- 

p 

ratrice appliquée au point m sera — . Si donc on cher- 
che le mouvement relatif de m autour de M, il faut 
supposer ce dernier point immobile, et considérer le 
premier comme attiré vers lui par une fortre accéléra- 
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trio; égàlc à ■ • * 




Quant à la vitesse initiale qu’il faudra attribuer à m, ellc^ 
résultera de la composition de sa vitesse initiale absolue 
et de celle de M prise en sens contraire. 

Ainsi , le mouvement relatif de deux points qui s'at- 
tirent en raison inverse du carré de la distance est ramené 
au mouvement absolu d’un point attiré vers tm centre Cxc 
par une force qui suit la même loi , et ne diffère de la 
première que par un coefficient constant. , 

23. Nous pouvons donc nous placer dans l’hypothèse 
d’un centre d’action immobile, et nous représenterons par 

~ la force accélératrice qu’il produit sur le mobile. Los 

équations du mouvement seront - 

d^x (juE d^jr fijr 

dt' r^' dt' r’ _ ■ ' ' 

Les principes- des aires et des forces vives donnent les - 
deux intégrales premières 



(0 

(2) 



= cdt. 



dr' 

IP 



dr 



r 



h etc étant des constantes arbitraires.. 
Éliminant dt entre ces deux équations , 

rWr’ c’ 

/•‘rfO’ r’ r ’ 




on aura 



c’est là ce qu’aurait donné l’équation (3) du n" 1 , en y 
supposant ç = p- 
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EHe devient , en posant - 



COURS DE MECAiriQUR. 
I 



(3) 



— = — cV -H i-. 



<]herchons d’abord les valeurs des constantes b et c, en 
supposant qu'on donne la position initiale du point , ainsi 
que la grandeur et la direction de sa vitesse initiale. Si 
l’on désigne par r# ot les valeurs initiales de /• et t», 
l’équation ( 2 ) donnera' • 



b = i>i-=r: 



2ft 



Quant à la constante c , nous avons déterminé générale- 
ment sa valeur dans le n” 1 ; elle est , 



c — r,p, sin a , 



a désignant l’angle que la direction de la vitesse fait avec 
le rayon vecteur au commencement du mouvement. Les 
deux constantes b et c sont donc déterminées. 

24. Pour connaître l’équation finie de la trajectoiie , 
' il faut intégrer l’équation (3) qui peut se mettre Sous la 
forme , • • • . . 



rfô = 






Z * 4 - ' 



et il s’agit d’abord de savoir lequel des deux signes il con- 
vient de prendre. 

Nous considérerons dO comme toujours positif-, dz sera 
positif quand le rayon vecteur décroîtra lorsque 0 croîtrâ , 
et négatif dans' le cas contraire ; dans le preinier cas , on 
prendra le signe -|- pour le second membre de l'équation’, 
et le signe — dans le second cas , le radical étant toujours 
considéré comme positif. . ■ 

Il faut donc d’abord chercher où ont Utü les chaiigc- 
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munts die signe de dz ; ils correspondent aux valeurs, 
inaxima ou minima de z, et on les obtient en posant 



dz 



= O, 



2 UZ 



A = o; 



d’où 



c» y c' 



b 



tiorsque z passera par l’une quelconque de ces valeurs | 
on devra changer le signe de dz et le conserver jusqu’à 
ce que z arrive à l’autre valeur; alors on changera de 
nouveau le signe de dz, et ainsi de suitç indéfiniment. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’à partir de la posi- 
tion initiale correspondante à /•=;•<,, les rayons commen- 
cent par croître, c’est-à-dire que l’angle a soit aigu: 
alors , rfz étant négatif , on a . < ’ , 



(4) d9=.: 



— dz 



' — 'dz 



d’où Ton tire, en intégrant à partir des valeurs S» et Zo 
.relatives à la position initiale, ' ■ , 

6 — 84 = arc cos ^ — arccos-î i* 1 * . 



Si l’on pose O#. — arc cos 



c’z, . 



-f- bc‘ 



■f* __ 



= 61 , la valeur de $ . 



sera donnée par üéqüation suivante : 

c’a — ,ft 



8 — ?i = arccos- 



(5) ^ 

Vf*’ 4- ic’ 

Mais il y a une observation imporUnte à faire d'ans lé^ 
int^ralidns où entrent des arcs de cercle, et qui se rap- 
porte aux limites entre lesquelles les dilférentielles con- 
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servent la môme expression. Ainsi, par exempte, la diffé- 
rentielle de are cosu est quand 1’. 



^ I — U‘ 



arc a son sinus 



du 



positif ; elle est , au contraire, quand le sinus est 

V ' — 



négatif. 

L’équation (5) n’est donc exacte qu’eu supposant , 
comme on peut toujours le faire , que l’on prenne , pour 
la valeur initiale de l’arc qui y entre, une quantité 
comprise entre o et 7t ; et on pourra l’employer tant que 
la valeur croissante de cet arc restera comprise dans les 
mêmes limites, c’est-à-dire jusqu’à la valeur de z, pour 
laquelle on aura 



C’ï (i 

-f- à? 





et quand z aura passé par cette valeur , il faudrait clian- 
ger de signe le second membre de l’équation (4) pour qu’il 
fût toujours la différentielle de l’arc. Mais cette valeur 
de z est précisément l’ime de celles où l’on doit changer 
de signe le second membre de cette équation pour qu’il 
soit le même que celui du premier. Donc l’équation (5) 
subsiste au delà de cette valeur, et jusqu’à ce que l’arc 
soit devenu égal à a tt, puisqu’alors le sinus redevenant 
positif, on devra changer le signe de dz pour avoir encore 
la différentielle de l’arc. Or, quand cet arc devient atr, son 
cosinus devient i , et l’on a 




et c’est encore là une valeur de z après laquelle on doit 
changer le signe de dz pour que les deux membres de 
l’équation (4) soient de même signe. Donc enfin, daps 
toute l’étendue du mouvement , l’équation (5) subsiste 
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sans aucune modification. £t la discussion serait entière- 
ment semblable si l’on avait supposé l’angle oc obtus, 
c’est-à-dire si les rayons commençaient par décroître : 
l’arc se trouverait avec un signe contraire dans l’équa- 
tion (5), et cette forme devrait être conservée dans toute 
l’étendue du mouvement. Ce changement de signe" donne- 
rait pour 6, une valeur différente de la précédente; mais, 
à cela près, le résultat ne différerait pas de celui que nous 
allons déduire de l’équation (5). 

Cette équation peut être mise sous la forme 



— f* _ 



-f- éc’ 



cos (6 — 6,); 



remettant |xmr z sa valeur on obtient 



( 6 ) 



I -h 



V' 



bc‘ 

— cos(0 — 0|) 
J* 



Cette équation est celle d’une section conique dont le pôle 
occupe un foyer. Elle représentera une ellipses! b est né- 
gatif, une parabole s’il est nul , et une hyperbole s’il est 
positif. 

En effet , l’équation d’une ellipse rapportée à un de ses 
foyers est ’ 

__ «(I — «>) 

r = 



C COSb> 



b> désignant l’angle formé par le rayon vecteur avec l’axe 
de la courbe, du côté du sommet le plus voisin du foyer; 
rt et e représentent le demi-grand axe et l’excentricité. 
. Ecs deux équations deviennent identiques, si l’on pose 

( 7 ) 0 — 0 , = w, f’ = I -r «(1 — »•*) z= i. 

. ft’ ■ fi ■ 
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La "seconde de ces équations ne peut avoir lieu que si h 
est négatif, puisque dans l’ellipse on a e <C i . Dans ce cas; 
é est déterminé par cette écpiation, et est réel , puisque le 
second membre est positif ; a est déterminé par la der- 
nière , et la première apprend que 0, est l’angle formé 
avec Taxe des x par l’axe de l’ellipse , du côté" du sommet 
le plus voisin de l’origine des coordonnées. ^ 

L’équation d’une parabole dont le paramètre est ap est 

r— ■■ les angles étant comptésà partir delà droite . 

menée du foyer au sommet. L’équation (6) sera identique 
avec elle si l’on a • 

0 — Ô, = w,. . è =: O , P = —• 

Ainsi , dans le cas de i = o, la trajectoire est une para- 
bole dont l’axe est la droite menée par l’origine, et fai- 
sant l’angle 0, avec l’axe des x-, le sommet est du côté cor-' 

respondant à cette direction, et le paramètre est 

Enfin , si l’on a o, l’équation (6) pourra être iden-* 
tifiée avec la suivante : 

^ '■ . r=<^-'K 

■ • , i -t-ecosM _ • 

dans laquelle e est supposé plus grand que l’unité , et qui 
représente une branché d’hyperbole, dans l’intérieur de 
laquelle est le foyer pris pour pôle: les angles w sont 
comptés à partir de la droite menée du foyer au sommet 
de cette branche. Il suffira, pour éublir l’identité des deux 
équations , de poser 
* • 

1 i 9 — 6, = u, c’=i-| — -, — i)=— . 

Ges équations déterminent e et a , et , par conséquent , '• 
dans le cas de b >o, la trajectoire est une branche d’hy- 
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perbole dont l’origine occupe le foyer, et dont l’axe l'ait 
un angle 0, avec l’axe des x. 

23, On peut facilement obtenir l’équation de la trajec- 
toire en coordonnées rectangles , et l’on retrouvera les 
résultats que lious venons de déduire de l’équation po- 
laire. On prendra pour axe des x la droite menée de l’ori- 
gine sous l’angle ô avec l’axe des x qui donnera 

a:=:rcos(0 — 0,), ^=/-sin(0 — 9,), .x'-f- /•’. 

Kliminant eos (0 — 0,) entre la première do ces équations 
et l’équation (6) , on obtient 

g’ 

~ f* 

d’où l’on déduit 

(x’jri — èc’ x’ -H 2 c’ X y/ ( a’ -t- b(^ = c‘, ■ , 

équation <pii représente une ellipse si b est négatif, une 
parabole s’il est nul, et une hyperbole s’il est positif. 
Dans les trois cas, l’axe sur lequel sont comptés les x est 
un axe de la courbe, et l’origine est un foyer, puisque la 
valeur de r en fonction de x est rationnelle. 

. On peut observer que la nature de la trajectoire ne dé- 
pendant que de h , dont la valeur est — —, ne dépend 

que de la distance initiale , mais nullement de la direction 
de cette vitesse. Ce résultat coïncide avec celui que nous 
avions déjà obtenu par une autre voie. 

L’équation de la trajectoire étant connue , il ne reste 
plus qu’à détci-niincr les coordonnées du mobile en fonc- 
tion de t : c’est là ce que l’on appelle, ordinairement le 
-problème de Képlcr. 

Nous ferons le calcul dans le cas où la courbe est une ’ 
ellipse , coiqBmcela a lieu pour toutes les planètes : nous 
le rapporierons'à des coordonnées polaires /■, 0, et noiis' 
O* attnée." , '4 ■ 
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<H*nipl<;rûii8 k'S aii^^lcs à paiiir do la diroclioii do la droili‘ . 
(jui va du fojorau sommot le plus voisin.^ Cela rovioiu à 
supposer 6, =r o ou o) = G ; nous aurons alors 

f . / — ' ■ 5 A 

I + r COS 0 : 



dans laquelle fl el e sont des quantités que nous avons dé- 
torminées d’après les données initiales. 

Si l’on élimine une des deux quantités 9 et r entre les 
écpiations ( i ), (a) , on on obtiendra une entre t et l’une des 
coordonnées 5 en l'intégrant , on connaîtra cette coor- 
donnée en fonction do t , et l'autre coordonnée s’en dé- 
duira on fonction de/, d’après l’équation delà trajectorre. 

F.liminant ainsi c/G, on obtient ' 




(//■ ’ C ’ 

f/f^ r’ r 



h-. 



th — ± 



rdr 



^ hr 



9.ftr — c- 




Si l’on prend pour origine des u^mps l’instant où l’on a 
G = o, la planète est au sommet le plus voisin du foyer, 
(jui correspond à /• = a ( i — e) , et qu’on nomme le péii- 
hclie. Le point diamétralement opposé de l’ellipse se 
nomme Y aphélie j le ravon vecteur est alors à sa plus 
grande valeur, dont l’expression est /■= fl (i -t-e). D’après 
cela, /'//•est positif depuis le périhélie jusqu’à l’aphélie, et 
négatif depuis ce dernier point jusqu’au retour au pérl- 
liélie. Ainsi, dans la première moitié de la trajectoire, on 
doit prendre l’équation ' 

,h — — 

y èr’ -f- 2f*r — r’ . ; 

et^daiis l'auttx* moitié, on .changera le signe du second 
membrt!. On intégrerait facilement «•ette expression ■ au 
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moyen des arcs de cercle, et le signe du second membre tle 
l’équation difl'érentîellc donnerait lieu 3 une discussion 
semblable h celle qui a déjà été faite. Mais il est plus 
convenable d’introduire une nouvelle variable au lieu de r. 

Si l’on observe que r est toujours compris entre a(i — e) 
et «(i +e) , on voit qu’on peut poser 

•' r = a[i — ecos«). 

Cet angle u passe en même temps que B par les valeurs 
O, TT, 2 71 ; on lui a donné le nom à’ anomalie excentri- 
que j et l’angle 0 s’appelle-rnnonia//e vraie de la planète. 

En faisant cette substitution dans la valeur de dt^ et 
remettant, au lieu des constantes c, leurs valeurs ti- 
rées des équations ( 7 ), qui sont 



il vient 



h — — ^ » c’ = (X O ( I — r’) , 



' df = a i /-• (1 — c cos «) /fa. 

V K 



Si l’on intègre cette équation , en observant qu’on a en 
même temps t = o, u ■= o, et si l’on fait, pour abréger. 



V K " 



> on obtient 

nt — U — e sin u ; 



cette équation détermine u en fonction de t , et l’on aura 
ensuite r au itioyen de l’ëquation 

r = a(i — e cos a). 

Enfin 0 sera connu d’après l’équation de la trajectoire. 
On pourrait encore obtenir Q en fonction de u. En effet ^ 






cdt 



edr 



du 



r — c’ 



— e’. 
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Pour inlégrer celte étjualion , on posera 
tang i tt = s , 

re qui donnera 



du 



— 2 f/ï > 



observant ensuite que l’on a 



cos U = cos’l U — sin’ 1 u , 



il viendra 






ou 



. 2 dz\I I — e’ ,, , , , / ' 

rfe = —, d’où = arc tang 3 i/ 

I— c-t-(i-hc)a’ ’ ” V • ~ 

La constante Ci est nulle, puisqu’on doit avoir en même 
temps 6 = 0 , a=o; on aura donc 

/ > + r , , '■ 

• . /i-+-e' , 

tang^ô= y/— ; • tangi«. .. 

La coordonnée 6 est donc connue en fonction de u et, par 
suite , de f. 

26. La ‘durée T de la Tévolution de la planète se dé- 
duira de l’équation nt= u — e sin t/, en y faisant u= 27T, 

ce qui donne T = — = 27i « y/~’ . 

C’est aussi la valeurqueronobtiendraitendivisantl’aire 
de l’ellipse par celle que décrit le rayon vecteur pendant 
l’unité de temps, et dont la valeur est } c ou | V^fxa (i — e*). 
En effet, les demi-axes de l’ellipse étant a et a e% 
son aire est égale à ira* \/ 1 — e’; et si on la divise par ' 



- v^fia (i — e*), on trouve 2 îra 
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Quant à la vitesse en chaque point, elle est donnée par 

l’équation w* = /x / - — , qui se déduit de la fornilflc (a) 



en y remplaçant b par sa valeur — -• 

' 27. Les formules précédentes , qui expriment t , r, 0 au 
moyen de la variable auxiliaire u , peuvent facilement être 
démontrées géométriquement, et l’on reconnaîtra en même 
temps ce que représente cette" variable. 

Soient O (yîg:. 4) le centre de l'ellipse, F le foyer que 
l’on considère, M un point quelconque de la courbe , N le 
point où l’ordonnée MP prolongée rencontre le cercle 
décrit sur le grand axe AA' comme diamètre; on aura 



MFA = 0, MF = r, OF = ae, 



NP 




c'. 



Cela poséj je dis d'aboid que l’angle NOA n’est autre 
chose que la variable u, désignée sous le nom d'anonuilic 
excentiique. En effet, d’après l’expression connue du 
rayon vecteur de l’ellipse.en fonction de l’abscisse, on a 

r=a — c. OP = <7(1 — c cos NOA). 

Donc , en désignant NOA par u , on retombe sur l’équa- 
tion 

E = «(i — ecostt). 

Cherchons maintenant t en fonction de u ; et, pour cela, 
considérons le secteur elliptique JVIFA décrit pendant le 
temps f. Le double de l’aire décrite dans l’unité de temps 
ayant été désignée par c dont la valeur c^t, comme nous 
l’avons vu , (i — e’) , on aura 



sert. MFA 



it 



r’)'= 




en faisant , comme précédenunent , 
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Or, on peut avoir une seconde expression du même sec- 
teur fonction de i/. En efFet, on a , en observant c|ue 
les ordonnées correspondantes à la même abscisse dans 
l’ellipse et le cercle sont dans le rapport constant de è : 

sect. MFA = I sect. NFA = \/i — t-’ (NOA— NOF) ; 



. mais 



NOA = -«, 



donc 



V 1 

sect. MFA = (a — esin «) 



Égalant les deux valeurs du secteur , on retrouve l’équation 
déjà obtenue 



nt = M 



Pour obtenir une équation entre 6 et u , il suffira 
d’égaler les deux expressions de r en fonction de chacune 
de ces quantités ; ce qui donne dUbord • 



t — r* cos « — c 

— ; T=i— ecosK, don cos 9= 

H-CCOS9 . 1 — eco^u 

U ne reste plus qu’à donner à cette équation une forme 
plus commode pour le calcul de 0 , d’après une valeur 
donnée à u ; or, on en tire 

I - cos 9 = (>4-c)(.-cos«) ^ ^ ^ 

I — e cos u 1 — c COS u 

En les divisant membre à membre, et prenant les racines 
carrées auxquelles il faut évidemment donner le même 



ÿîgne 1 on retrouve encore 


l’équation 




1 ^ 


\ 




tang-9=y 


r taiîC - // , 

I — c ® 2 
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28. Avant de procéder à la recherche de formules plus 
commodes pour la détermination de In position de la pla- 
nète à chaque instant, nous allons montrer comment 
celles-ci se simplifient lorsque l’on peut négliger les puis- 
sances de e supérieures à la première ; ce qui est permis 
pour la plupart des planètes, avec une assez grande ap- 
proximation . 

L’équation u = nt 4- e sintt donne 

tt = /« -f- c sin (nt + csin «) , 



et , en négligeant e*, 



U = ru c sin ni. ■ . 

Or, on a - - , ■ ■ • ' 

r = /J ( I _ — c Cos « ) ; ’ . ' 

donc , en négligeant encore e* , on aura 
r z= a — eco%nt). 

Il ne reste plus à déterminer que Q. Ou pourrait le tirer' 
de l’équation de la trajectoire dans laquelle on remettrait 
pour ;• la valeur que nous venons de trouver. Mais il vaut 
mieux le calculer directement d’après l’équation 

' itQ = cdt = dt ^ fta (l — e’). . ^ 

En négligeant le carré de e, l’équation de la trajectoire' 
donne 

r = a(i — ccosfl) et — 2 ccos 0 ); 

et , par suite-, 

d9(i — 2 c cos 9) = dt = ndt ; 

\ «y<i 

d’où , en intégrant et observant qu’on a en même temps 
< = 0,9 = 0 , 

• . ^ • ut =/< — 2 c.'sin 0 , 
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et , par suite , en négligeant e’, 

6 = nt + 2 c sin /it. 

29. Le mouvement angulaire de la planète serait uni- 
forme, si l’on pouvait négliger le terme ae sin ni. Mais on 
peut toujours se représenter un point dont le mouvement 
angulaire aurait pour équation 0 = nt , et qui partiraitdu 
périhélie en même temps que la planète ; il passerait en- 
core en même temps quelle à l’aphélie , parce que pour ce 
point , on a 0 = TT , et , par conséquent, sin//ï= o. Dans 
la première moitié de la trajectoire, la planète réelle est 
en avant de la planète fictive, d’une quantité angulaire 
dont la valeur approchée est aesin nt , et que l’on nomme 
' Véqnalïoti du centre. Dans la seconde moitié, aucoiitraire, 
c’est la planète réelle qui est en arrière de l’autre, puisque 
sin «r est négatif ; elle la rejoint au périhélie, et le mèmè 
mouvement recommence et se reproduit indéfiniment. 

On donne à cet angle nt le nom à’ anomalie moyenne ; 
on l'appelle encore le moyen mouvement de la planète. 

La considération de cet astre fictif est utile dans le cas 
de la terre pour la détermination du temps moyen. On 
corrige ainsi l’inégalité du mouvement du soleil dans l’é-- 
cliptique ; il reste encore à corriger celle qui provient de 
l’iuclinaison du plan de l’écliptique sur celui de l’é^qua- 
teur ; et c’est à quoi l’on parvient en imaginant un second 
astre fictif dont le mouvement est uniforme et compris 
dans le plan de l’équateur. C’est lui qui détermine ce 
que l’on appelle le temps moyen; il coïncide quatre fois 
dans l’année avec le temps vrai qui est indiqué par le 
soleil réel. ^ ’ • 

JNous allons maintenant chercher le développement des 
valeurs des deux coordonnées r et 0 de la planète en fonc- 
tion de t. Nous nous servirons, à cet effet , d’une formule 
importante due à Lagrange; et quoiipt’elle se rapporte 
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naturellement au cours de calcul diirérentiel il ne sera 
peut-être pas inutile d’en donner ici la démonstration. 

Formule de Lagrai^ge pour le développement de cer- 
taines fondions implicites. 

» • • 

30. Considérons la fonction z de la variable x, déter- 
minée par l’équation 

(l) - *=x-f-a/(z), 

f désignant une fonction donnée quelconque, et a une 
quantité très-petite par rapport aux puissances de la- 
quelle nous nous proposons de développer z. Les coeffi- 
cients de ces puissances seront des fonctions de x qu’il s’a- 
git de déterminer, et , (T après le théorème de Maclaurin , 
seront les valeurs que l’on obtient en faisant a = o dans z 
et toutes scs dérivées par rapport à a , x étant regardé 
comme'une constante. La question se réduit à trouver la 
loi de ces dérivées. 

Cé premier problème , par lequel nous commençons , 
n’est qu’un cas particulier de celui que nous avons en vue, 
et qui a pour objet le développement d’une fonction quel- 
conque de z, suivant les puissances de a. 

Au lieu du développement que nous cherchons, on 
pourrait, par des substitutions successives, obtenir des 
valeurs de plus en plus approchées de z. Ainsi , en substi- 
tuant, dans le second membre de l’équation (i),'à 2 sa 
première valeur approchée x , on aura . 

z = X -h a/(x). 

Substituant maintenant cette nouvelle valeur plus appro- 
chée dans le même membre, on obtiendra 

ï r=x -f- a/[x -f- a/(.c)], 
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• « 

et l’on pourr&it continuer ainsi indéfiniment; mais on 
aurait, de cette manière, des formules très-compliquées, 
et qui ne permettraient pas d’apprécier le degré d’ap- 
proximation ; et c’est pour cette raison qu’on a cherché un 
développement ordonné suivant les puissances de a, et 
qui sera d’autant plus convergent que « sera plus petit. 
D’après la formule de Maclaurin , nous aurons * 

(dz\ /d’z\ fx’ /d“z\ a" 

Il faut donc connaître la valeur de z et de ses dérivées par 
rapporta a, quand on y fait a — o. L’équation (i) montre 
que Z se réduit , dans ce cas, à x; ainsi Zo = x, et il reste 

à trouver généi;alement • 

Pour cela , commençons par différentier partielh.'raent 
l’équation (i) par rapport à chacune des deux quantités x 
et «, considérées comme variables indépendantes, nous 
aurons 



dz r, , y 

£=■ + ■/'(•) Z' 






et , en éliminant f (z), 

( 2 ) 



dz dz 



Cette formule ramène les différentiations de z par rap- 
port à a , à celles de z par rapport à x , dont l’emploi est 
très-avantageux, comme on va le reconnaître. 

On tirera déjà de là î car, dans l'hypothèse de 

a = O, z devient x, et ^ devient i ; ce qui donne ■ 
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^î) 



Pour obtenir - > differentions les deux membres de l’é- 

' rta’ 

quation fa) par rapport à «, il vient - 

dz dz d'z 

en différentiant par rapport à x" la 



dt? 

d'z 



dxdx 



ou obtiendra 

valeur fournie par l’équation (a); ce qui donne 



d 
dxdx 



' y/ / > /rf* \ ’ y, ^d'z 



et, substituant, dans le premier terme de la dernière équa- 



dz 



tion , à — sa valeur donnée par cette même équation , 



d‘‘z 



on aura la valeur suivante de ^ au moyen de dérivées de 
Z par rapport kx , 



d'z 

d^ 



>/(•)/'(■) (I)’ + (/»■ 



et comme ce second membre est la dérivée , par rapport 
à a; , de f/z)’ on aura enfin 



dx 

( 3 ) 

et faisant a = o, 



rf’z 

rfô^ 






dx 



m. = 



_ d.{/xy 



dx 



Or, nous allons voir que toutes les dérivées suivantes, 
de Z par rapport à a s’obtiennent par des différentia- 
tions par rapport à x, effectuées sur les différentes puis- 
sanocs de f (x). ■' ■ 
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d^Z 



Pour avoir la valeur de il faudrait diflerentier, par 

rapport à a, le second membre de l’équation (3); et, 
comme l’ordi’e des dilférentiations par rapport à x et a 
est indifl’érent , on pourra commencer par différentier 

(y«)* ^ par rapport à a , puis le résultat par rapport à x. 

Mais , pour n’avoir, pas à recommencer toujours les mêmes 

réductions, nous allons. considérer généralement ^(z) 

en prendre la dérivée par rapport à « , et la ramener à des 
dérivées par rapport à x. 

On aura d’abord 

remettant pour les mômes valeurs que précédem- 

ment, cette expression devient 

ce qui n’est' autre chose que la dérivée , par rapport à x , 
• de 9 >(z)y(r) On a donc la formule générale 



( 4 ) 






doi 



dx 



Au moyen de cette formule j on aurait déduit l’équa- 
tion‘(3) de l’équation ( 2 ) , en supposant ç (z) = /'(z). 

Si l’on suppose maintenant çp (z) = (/z)*, on aura 



det 



dx 
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ei par conséquent, en différenlîaht l’équation (3) par 
rapport à a, on obtiendra 



d?t 

da? 



[wl] 



dx‘ 



; . d‘z 



Supposant ensuite ç(z) = (/i)’) on passera et la 

loi que ces premières formules manifestent s’observera 
indéfiniment', car, si l'on a 



(U" 



dx " 



en dilférentiant les deux membres par rapport à «, en fai- 
sant usage de l’équation (4), et en prenant cf (z) = (JzY, 
on obtiendra 



da"'*-' ' 






dx" 



ce qui fait voir que la loi supposée pour l’ordre n a lieu 
pour le suivant , et comme elle se vérifie pour les pre- 
mières dérivées, elle a lieu pour toutes; od a donc géné- 
-ralement la formule . . . • > 



(5) 



rfa" 






dx"'~' - 
Si l’on y fait a = o , on aura 

dz 



dx 



et par suite. 



/rf"a\ rf” ~ '[(/x)"] 

yrfa™/, dx°'~' 
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Le développement de z sera donc 



(6) 



, a> d[fx)' a? dUfxY 



1 . 2 dx 

d”-'{fxY 



1 . 2.3 tlx^ 



1 . 2 . . ./n 



dx“~' 



31 . Passons au problème plus général dont l’objet se- 
rait le développement d’une fonction quelconque F(z), 
suivant les puissances de « , en supposant que z soit tou- 
jours déterminé par l’équation (i). 

La formule de Maelaurin donne 

F(>)= + + 



( 



rf-F 

<-/a" 



1 . 2 . . . m 



Le premier térme n’est autre chose que F(ar), puisque z 
devient or, pour « = a. Reste à déterminer généralement 

r^).- , • 

On aura d’abord . : 

rf* F 

Pour avoir — , il faut différentier le seeond membre par 
oa’ * 

rapport à «; ce qui se ramènera à des dilTérentiations par 

rapport à X, au moyen de l’équation (4). On trou^fe ainsi 



^»F 

do? 



dx 



Cotte équation conduit de même k la suivante ; 



d^F 

~d^ 



tlx' 
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l'i ainsi de suite, en augmentant à chaque fois l’exposant 
de d’une unité, ainsi que l’indice de la différentia- 
tion du produit entre ces parenthèses. On a donc géné- 
ralement / ' 

■ da"' dx” - ' 

Si maintenant on fait a = o dans cette formule, il faudra 
remplacer z par x et ~ par i ; d’où résultera 

. \ da.” J djf ~ ' 4 ' 

On connaîtra donc tous les. coefficients du développement 
de F(z)en différentiant, par rapport à ar, des fonctions 
connues de cette variable. La formule à laquelle on par- 
vient ainsi est 



(7) 




F(x) -H aF'(x)/(x) -H 

a" , ~ 



* I . 1 . . ./72 



a’ rf[F’(x)(/x)»] 



1.2 dx 
■[F’(x)(/x)«] 



+ . 




Solution (lu problème de Képler. 

3!2. Ce problème a pour objet le développement des 
valeur^ des deux coordonnées polaires r et ô d’une pla- 
nète, en fonction de la variable indépendante t. Mous le 
résoudrons, pour le cas du mouvement elliptique et dans 
l’hypothèse où e serait une très-petite fraction , comme 
cela a lieu pour la plupart des planètes : pour l’orbite de 
la terre par exemple, on a . ' 

c = o,oi6853i8. s ^ ■ 

-Vous avons obtenu entre r, 6, t et la variable auxiliaire 
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I/, les trois équations suivantes : 

(8) . U = nr -t- c sin u, 

(9) r=zo(i — ccosu) , 



(10) 



Ung 






tang I U ; 



elles détermineraient commodément ^ , /• et 5 pour une va- 
leur quelconque de u ; mais ce ne serait que par des inter- 
polations pénibles que l’on pourrait connaître r et 0 pour 
une valeur donnée de f,"et c’est pour éviter cet inconvé- 
nient qu’on a cherché à exprimer directement ces quan- 
'■ tités en fonction'de t. ■ . 

L’équation (8) rentre dans l’équation ( i) en faisant dans 
celle-ci 

. z= u, ar O = e, /(x) = sin X. 

' On aura donc immédiatement le développement de u 
suivant les puissances de e, en faisant ces substitutions 
dans la formule (6). On trouvera d’abord, en laissante 
pour abréger, 



« = X -1- e sinx 4-.- 



c‘‘ rf.sin’x 



1 .2 



dx 






e" sin"x 



i.2...i7< dx"~ 



-f-* 



Exprimons maintenant Ibs puissances de sin x au 
moyen des sinus ou cosinus des multiples de .r , et effec- 
tuons ensuite les différentiations indiquées; nous obtien- 
drons les deux suites d’équations 

2 sin’ X = — cos 2X4-1, 

2 ’sin“x= — sin 3 X 4 - 3 sin X, 

2 ’ sin* X = cos 4 a; — 4 ^ + 8 , 

2* sin* X = sin 5 X — 5 sin 3 x 4 - 10 sin x, 

2* sin® X = — cos 6 X -t- 6 cos 4 x — 1 5 cos 2 x -f- 10, 

éfen différentiant, après avoir divisé par lu puissance de 



Digitized by Cpogle 





DEUXIÈME ANNÉE. DYNAMIQUE. 



- 2 , qui est facteur dans les premiers membres, 



rf.SHl’ X 

— ; =sm?.x5 

dx 

rf’.sin^x 3’ sin3 x — 3 sin x 
cÉr’ ~ ? “ ’ 

— —t — = 2 ^sin i\x — 1\ sinax; 

rf'.sin^x 5‘sin5x — 5 3'sin 3 x + lo sinx 

2 * ’ 



f/'.sih®x 



= 3'sîn6x — 6.2‘siii4^+ 3.5sin2x. 



Faisant ces substitutions, puis remplaçante par nt, on a 



I u=nt+csmnt~^ sin2/tr 

k H — j(3sin3nf — sîn/ir] . 

^(2 sin4'»ï — siri 2 /if) 

H :r(5’sin5/ir — 3'sin3«r+ 2 sinnf) 

2’ . 3 

+ ■ , O g (3* sin6« — 2*sin4«ï+5sin2n/)+... 

^ 2 • O • O , 

Maintenant que l’on peut trouver «d’après une valeur 
quelconque de ï , on pourrait, au moyen des équations (9), 
et (10), connaître r et 0 pour chaque valeur de ï; mais il 
vaut mieux encore éviter l’intermédiaire « et^ exprimer 
immédiatement ces quantités en fonction de t. 

33 . Expression du rayon-, vecteur en fonction du 

temps. — D’api-ès l’équation (9), ~ est une fonction con- 
nue de «, et pourra se déterminer au moyen de la formule 
(y), dans laquelle il- faudra faire 



F (x) = I — c cos X ; 



2 ' année. 
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F' (x) =: c sin ^ , 
el , comme tîans Ic cas précédent , 

■ a = c, /(x) = sinx, X =nt. 

Ou aura donc d’abord 



■ I 



r . * i?’</.sin’x e' //*.ân'x 

- =: I — ccosx -f- e’ sin’x H 1 5 — — . 

a 31 rfx 2 . 3 «x’ 



r' i'/’.sin'x.' 



Mais on a 



2.3.4 



sin’x = 



— COS2X H- I 



f/. sin’x — 3 cos 3.r+3 cosx 

' dx 2 ’ , * 

f/’.sin‘x . ' • 

I — = — 2 cos4x -H 2 cos 2 X, 

■ ♦ ^ f/’. sin’x — 5’ cos5x+ 5. 3’cos 3x — 5.2cos'x 

dx^ 2 * ’ 

*- rf‘.8in'’x — 3* cos 6x -(- 6 . 3 ' cos4x — 3.5 cos 2 x 

dx' 2 



Substituant dans la valeur de -< et rèmettant nt ap lieu 
' n ' • 

de ic , on a la formule chercliée 
/* 

-= I — 'ccos«f-^ - (cos7.nt — i) (3cos 3«t— 3cos«/) 

n O ' ' *> ' 



( 12 ) y — 2 (cos4«^ — C 0 S 2 W/) — — ^(S’eos/?/ — 5.3’cos3«t-t-5.2cos/i/) 

F ' c* ■ ■ ' 

(3'’COs6/7t — 2 * COs4«y + 5cos 2»<) — . . • •• 

3i. Expression de l’anomalie vr(iie en fonction du 
temps. — 11 ne reste plus qu’.à exprimerûen fonction de t. 



- • 

^V- * 
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L’é<|uali6n (lo), au moyen' de- transformaliôns éléganles 
de U ,‘ducs à Lagrange, fera d’abord connaître 0 en fonction 
siiiM, siii a/i, etc. Remplaçant ensuite ces dernières quan- 
tités par des développements ordonnés suivant les puis- 
sances de e , on aura la solution de la question. 

Substituant d’abord aux tangentes les rapports du sinus 
au cosinus, et à ceux-ci leurs expressions en. exponen- 
tielles imaginaii'es , l’équation (lo) deviendra, en dési- 
gnant par t la base du système de logarithmes népériens, 



— I _ / i-he ^ 

, ,*‘'^+1 ~ V I — C,.' 






d’où l’on tire 

, _ t“'^'(v/i+c -+- \j\ — c)-h — v^i+c . 

(\J I — c — V I +c ) -f- sj\—c -H y/ 1 +c 

- Posons 

V^iH-c — ' e 



i = 



I -\-e -+- — e 



nous aurons 






X 



I -t- V I — e 



-u</- 



I — Xr 






I — Xf 



et, prenant les logarithmes des deux membres, puis divi- 
sant par ^ — I, 

. , l(i — Xt-“''^)— l(i — Xt“*'^) 

0 = U + J — X 



v/=T 



On peut développer les logarithmes, puisque X est plus pe- 
tit que l’unité-, et si l’on remplace les exponentielles ima- 
ginaires par des sinus et cosinus , on aura enfin 

/ X’ X’ . X* . \-'- 

g— h 4- al XsinH-t-- sin?.«-f - 2 sin3«-f-^ sin* « -1-. • . j* 

'' ^ ■ 5 . 
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Il faut maintenant substituer à u, sinu, sinati,... leurs 
développements ordoimés, par rapport aux puissances 
de e , d’après la formula de Lagrange. La valeur de u est 
déjà donnée par l’équation (n); et sinii s’en déduit d’a- 
près l’équation (8), qui donne 

fl fif fi ^ * 

sin» = = sinn/-t- -sin4/?r-(-— (3sin 3nr — sin«/)-t- — 

e 3 2® ' 

On trouvera ensuite , par la formule de Lagrange , 
sin2«=sin2/?r-(-r(sin int — sin /ir)+e®(sin4«^ — sin 2 nt) 

' 

-f- j (4 sin nt — 27 sin 3/?f-t-25sin 5nt) -4-. . . , 

C ' ' ' ' * 

sin 3«=sin3/if-<--(3 sin4»f — 3sin,2/?r) 



c® 



H ( 1 5 sîn 5nt — 1 8 sin 3/if-f-3 sin nt] 

0 -3 ' ‘ ' 



+ (gsinG/jf — i2sin4'»t-(-3sin 2 nt)+..,. 

11 ne reste plus qu’à -développer les puissances de X sui- 
vant celles de 

Pour cela , posons 



d’où 



nous pourrons développer suivant les puissances de 
e* au moyen de la formule (7), dans laquelle il faudra 
_ supposer 

, Z = E, X = 2 , O = c®, F (z) =r z~P = E“^’. 

On aura ainsi 





p(p+\ , , pip-^^tiP+5) 

2 . 2.P** 2.3. 2^+* 
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el, comme on a 

. \ = cE~', 

on aùi'a 



69 



+ p{p+^)(p+5) ^^^, 

2 K ' 2 . 2E+‘ 2 . 3 . 2E^“ 



e'’ P 
V = — H — 



Substhuant aux diverses puissances de X les valeurs résul- 
tant de cette formule, on aura, en négligeant les puissances 
de è supérieures à la sixième , 



sinnt 



(• 3 ). 



\ 4 96 / 

/5 II, iT-X- /i 3 43 \. O 

t- 7e’ je' H —e^ lsin2/ztH- — — — c'' | sin 3 «t 

\4 24 «92 / V'2 64 ) 

/io 3 . 45 i A . , 

+- — ïr^ — 75-^ sin 4 /it 

\ 96 . 480 ; 



ÏOQ 7 . ■ '223 , . ^ 

H ^?^e^sin5«t H 7 — c'sino/î/, 

960 960 

ou , en ordonnant par rapport aux puissances de e , 



(• 4 ) 



= nt -f- 2e sin«t -f- 7 e’ sin 2«t 
- 4 - -7-5 (i 3 sin 3 /it — 3 sinnf) 

( I o 3 sin Ant — 44 2«0 

2 '. 3 



2*. 3. 5 



[ 1 097 sin 5 />< — 645 sin 3 «t -f- 5 o sin nt) - 



On voit qu’en négligeant les puissances de e, supérieures 
à la première, les formules (12) et ,(1 3 ) donnent, comme 
nous l’avions précédemment obtenu pour ce degré d’ap- 
proximation , 

r=z a(l — ecosnt), 

0 = nt -H 2c sinnt. 
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MOUVEMENT d’un SYSTÈME QUELCONQUE DE POINTS. 

35. Il n’y a lieu de considérer que le cas où il existe 

des liaisons entre les points du système ; car sans cela le 
mouvement de chacun d'eux se déterminerait isolément, 
comme nous l’avons vu précédemment. . 

Supposons que ces liaisons puissent s’exprimer par des 
équations , et soient 

. L = O, M=o, N = o,.i. 

un nombre k d’équations qui doivent avoir lieu à chaque ’ 
instant entre le temps et les coordonnées de ces divers 
points. Si l’on donne en grandeur et en direction les 
forces qui sollicitent chacun d’eux , et qui dépendent , soit 
de leur position , soit du temps j si l’on çonnait de plus la 
position initiale de tous lus points , ainsi que les directions 
et les grandeurs de leurs vitesses initiales, il est évident 
que le mouvement est complètement déterminé , et que les 
coordonnées de chaque point dépendent du temps , d’une 
manière qui n’a plus rien d’arbitraire. Si donc on désigne 
par n le nombre des points matériels du système; comme 
on connaît déjà k équations entre leurs 3;t coordonnées , 
il reste encore à trouver 3n — k équations entre ces 
mêmes coordonnées et le temps ; et le problème se trou- 
vera complètement résolu, puisqu’on pourra assigner à 
chaque instant la position de tous les points , et par suite 
toutes les circonstances du mouvement. Ces éejuations 
s’obtiennent au moyen du principe suivant , qui est dû à 
d’Alembert. 

Principe de d'Âlembert. 

36. Ce principe a pour objet de ramener la détermina- 
tion du mouvement d’un système quelconque à la consi- 
dération de l’équilibre de ce même système. 
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LorMjue des points sont soumis à eerlaiùes linisuns, les 
forces qui leur sont appliquées ne leur donnent pas le 
même mouvement que s'ils étaient entièrement isolés et 
libres. Si l’oà pouvait 'évaluer les forces qui proviennent 
de ces liaisons en les joignant pour chaque point à cell<-s 
qui y sont directement appliquées, on pourrait les consi- 
dérer tous comme entièrement libres et isolés. Désignons 
par m la masse de l’un quelconque d’entre eux, et par 
x, y, Z ses coordonnées ; les trois composantes de toutes 
les forces «ainsi calculées devraient donc respectivement 
être égalées à ... . ' ' 



(l^X 

— r. ’ 



d’y 

dF' 



d’z 
m —T,’ 
dt 




dont nous représenterons la résultante par Q. 

Cela posé, soit P la forco-donnée qui agit sur le jwinl ni -, 
appliquons à ce point la force Q, et une force égale et 
contraire Q, , et agissons de même pour tous les anli es 
points; rien ne sera changé ni dans le mouvement, ni 
dans les cIVorts exercés sur les dillérentcs parties du sys- 
tème, puisque les forces introduites se détruisent deux à 
deux sur un même point, et par conséquent n’établissent 
aucune action entre deux points différents. 

ISlais le point m pourrait être considéré comme libre 
si l’on introduisait les forces que produisent sur lui les liai- 
sons du système; donc ces dernières doivent oxactcnAcnt 
détruire P et Q,, puisque la force Q produirait sur ce. 
point libre le mouvement qu’il suit réellement. Et si les 
forces P et Q, n’étaient pas détruites par celles qui pro- 
viennent des liaisons, elles se composeraient avec elles et 
donneraient une résultante qui, conjointement avecQ, 
devrait produire sur le point libre le même mouvement 
que la force (,) seule ; ce qui est absurde. D’où ilsuil <jue 
les liaisons du système développent à cha([ue instant des 
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forces qui foui équilibre aux forces PetQ,, relatives à 
tous les points. On peut donc énoncer le principe suivant 
qui est dû à d’ Alembert : 

Dans le mouvement d’un système quelconque de 
points soumis à des liaisons quelconques, et sollicités 
par des forces quelconques, il y a équilibre à chaque- 
instant, au moyen de ces liaisons, entre ces forces et des 
forces égales et directement opposées à celles qui pro- 
duiraient sur chaque point matériel, supposé libre, le 
mouvement qu’il suit réellement. , 

Quant aux efforts exercés sui- le système , ils peuvent 
varier à chaque instant, et sont produits par les forces 
variables qui s’y font continuellement équilibre. 

37. Voyons eomment ce principe conduit à la détermi- 
nation du mouvement de chaque point, en fournissant 
autant d’équations qu’il y a de coordonnées indépendantes . 
Désignons par X, Y, Z les composantes connues de la 
force totale appliquée au point dont la masse est m \ par 
X',Y', Z' celles qui se rapportent au point /«', et ainsi de 
suite, ces forces pouvant être nulles pour un nombre quel- 
conque de ees points; d’après ce que nous avons dit, il 
devra y avoir à chaque instant équilibre sur le système 
entre ces forces et celles dont les composantes sont, pour 
chacun des mêmes points respectivement , 



(l'x 

IF' 




d^z 

— nt 

dt' 


rf’x' 




— m'——, 
dt' 



x,y.,z,.., désignant les coordonnées de ces différents 
points. En d’autres termes, il doit y avoir équilibre 
entre les forces suivantes, appliquées respectivement 
aux points m, parallèlement aux axes de coor- 
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(loupées 



X— /«— , - 

do dO 

d^Y * d^Y^ 

Y-m-I, Y'-m'-f-, 
do dO 

,, (/'2 , d ’ z ' 

/ — ’ Z — //I -— • 

do do -, 

Les conditions d’équilibre seront exprimées par l'écpiation 
suivante que donne le principe des vitesses virtuelles, en 
supposant les axes rectantçulaires : 



(■) 






O. 



do", (^, $z désignent les composantes du déplacement 
infiniment petit quelconcpic , que l’on pourrait faire subir 
au point (ar, z), à un instant quelconque du mouve- 
ment, sans violer Ips conditions du sj'-steme, telles 
qu’elles sont au moment même que l’ou considère, et le 
temjis n’étant pour rien dans la considération des dépla- 
cements ou \itesses virtuelles dx, t^, âz. La somme S, 
s’étend h tous les points matériels du système , et les 
quantités X, Y, Z seront supposées nulles pour ceux aux- • 
■ quels aucune force ne sera applicjuée. 

L’équation (i) renferme 3/t variations, le nombre des 
points étant nj et elles doivent satisfaire aux k équations 
dill'érentielles des équations données L=so, M=:o, 
N = 0 ,..., ce qui donne 

'dh. ,dL. rfL, f/L, , 

Sx+-3y+—Sz-^—Sx'-i-.... = o, 

( 2 ) {(/M. (/M, rfM, 

’ ] — Sx+—Sj'-{-—Sz+—Sx'+,..=o. 

T ajc df dz tlx 
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KlImiiianl Â- vai-iaiioiis, au moyen tle ces c<]ualioiis, il 
n’en rcslera plus que 3/t — k complétemeiil indétermi- 
nées. Kn égalant à zéro les eoeincieuts de eliacune d’elles , 
ou obtiendra 3n — k éejuatious qui, jointes aux A- |wc- 
mières, détermineront les coordonnées de tous les points 
en fon'ction du temps. Le- problème se trouve donc ainsi 
ramené à I intégration d’équations dillérenliclles. 

38. Si r ’on multiplie les équations (a) par des indétermi- 
nées A, fx, V, ..., qu’on les ajoute à l’équation (i), et qu’on 
égale à zépo les coeflicients de cbaeuiie des variations , on 
aura 



d^jc 


,x/L 


x/M 


x/N 




m — — 
dt^ 










dy 


x/L 


x/M 


x/N 




m 

dt' 


-t- i-T— 






. ,= o. 


dH 


di. 


x/M 


x/N 




m — — 

dr 




■^f‘x7T 




4- . . . = 0, 




,x/L 


x/M 


x/N 












4- . . . =o, 



Si l’ou élimine les A indéterminées X, fx, v,..., on ol>- 
tiendra 3xt — A équations dillérentiellcs du second ordre 
entre a:, z, x\... elle temps t. Ces équations seront 
les mêmes que si l’on avait éliminé A variations j comme 
nous l’avons d’abord indiqué ; mais ce procédé- a l’avan- 
tage que nous avons déjà reconnu, quand nous l’avons 
appliqué au principe des vitesses virtuelles; il détermine 
les forces dont les équations de condition tiennent lieu; et 
les valeurs, des quantités X, ix, v,... feront connaître les 
ellbrts fju’éprouvent à cbacpie Instant les liens qui assujet- 
tbsent les points à satisfaire à ces équations. 

Si le système est déternûné par d’autres variables <pie 
les coordonnées de scs points, on suivra toujours la même 
marebe; et l'application du principe des vitesses vir- 
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luelli.’s fera loüjoui-s connaître autant d’cnjuations «ju’il y 
a de variables indé[1endantcs; de sorte qu’en les joignant 
aux'équatiovs de condition, on pourra toujours détermi- 
ner toutes les variaWcs en fonction du temps; ce qui est 
précisément l’objet que l’on se propose. . 

Ce que ion entend jxir forces instantanées. Leur me- 
sure. Détermination du mouvement qu'elles produi- 
sent. Superposition de leurs effets. 

39. Nous avons démontré, dans le n" 175, tomcl, 
qu’une force constante pouvait être mesurée par la quan- 
tité de mouvement cju’elle a produite, divisée par le temps 
employé à la produire ; d’où il résulte que pour produire 
une quantité de mouvement déterminée, il faut (jue la 
durée de l’action soit d’aulant moindre que la force em- 
ployée est plus grande, mais (|u’il n’y a aucune force qui 
puisse y parvenir sans employer uu certain temps. Néan- 
moins, si l’effet est produit dans un temps si court que 
rien n’ait pu changer sensiblement dans les positions des 
points, on pourra, dans la plupart des cas, faire abstrac- 
tion de ce temjis ; et pour indiquer cela , nous donnerons à 
la force le nom de force instantanée. 

Pour mesurer, soit la valeur constante d’une pareille 
foicc, soit sa valeur moyenne, si elle est variable, on 
pourrait la rapporter .à l'unité ordinaire, et l’on aurait 
pour mesure la quantité de mouvement produite, divisée 
par la durée de l’action. Mais cette durée n’étant pas ap- 
préciable, au moins dans le cas où il peut y avoir quel- 
que utilité à considérer ce genre de forces, il vaut mieux 
ne pas l'introduire dans la mesure, et se borner à la 
quantité de mouvement. On suppo.sera alors à l’action la 
durée que l’on voudra, pourvu qu’elle soit extrêmement 
petite ; les elléls n’en dépendront nullemcut, comme 
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nous allons le voir en donnant le moyen de les calculer. 
Ainsi nous mesurerons une force instantanée par la quan- 
tité de mouvement qu’elle produit en agissant sur un 
point matériel libre en repos. Et comme la décomposition 
des forces se fait de la même manière que celle des vi- 
tesses , il s’ensuit que les composantes d’une force instan- 
tanée, prises parallèlement à des directions données 
d’après les mômes règles que pour les forces continues, 
ne sont autre chose que les forces instantanées qui corres- 
pondraient aux composantes de la vitesse totale suivant les 
mômes directions. 

Enfin, comme les composantes de la vitesse d’un point 
matériel, parallèles à trois axes fixes, se trouvent aug- 
mentées par l’action do forces quelconques de la môme 
manière que si la vitesse initiale était nulle, il s’ensuit 
que les composantes île la force instantanée qui agit sur 
un point matériel en mouvement sont mesurées par les 
quantités de mouvement correspondantes aux accroisse- 
ments des composantes de la vitesse de ce point. 

40. Pour déterminer l’ellet de forces instantanées sur 
un système quelconque déjà en mouvement, appliquons 
l’équation (i) à ces forces, en négligeant toutes les autres 
qui ne peuvent. produire aucun ell’et appréciable pendant 
la durée totale 0 de ces actions , dont les unes peuvent 
cesser avant les autres. Les valeurs de X, y , s, x',.,. peu- 
vent être regardées comme invariables pendant ce temps ; 
et il est facile de voir qu'il en est de môme de âx,<î/,âz,... . 
En edèt, ces variations satisfont aux équations différen- 
tielles de L = O, M = O,..., dans lesquelles t est considéré 
comme une constante. Or, cette constante ne changeant 
qu’infiniment peu, dans l’intervalle de temps que Ion 
considère, les quantités âx, à y,... ne peuvent changer 
que de quantités infiniment petites par rapport à elles- 
mêmes , et doivi.’iJt par conséquent être considérées comme 
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invariables. Si donc on intègre l'équation (i) par rapport 
à É, en prenant pour limites le commencement et la fin 
de l’intervalle 0, on aura 






= 0 , 

Sz 



flx^ 

fTT 



rf/o 



■^1 — ” 5 désignant les composantes de la vitesse du 



point m, au moment où les forces instantanées commen- 
cent à agir. 

Or la force appliquée à la masse m ayant pour com- 
posantes mX, mY, mZ, les intégrales />/ J'Xdt, m JYflt, 
m fZdt sont les composantes de la quantité de mouvement 
que produirait cette force dans le temps 0, et, par con- 
séquent, les composantes de cette force même d’après le 
sens que nous attachons à la dénomination de force in- 
stantanée. Si on les représente par X,, Y,, Z,, l’équation 
précédente devient 



( 3 ) 



à 






fit 












Mais si la masse m était libre, les composantes de la 
force instantanée qui changerait les composantes de sa 
vitesse, de la même manière qu’elles l’ont été, seraient 




Donc, l’équation (d) exprime qu’il y a équilibre entre 
les forces instantanées qui ont agi et les forces instanta- 
nées, prises en sens contraire , qui produiraient le même 
changement dans le mouvement de chaque point s’il était 
entièrement libre. I.e principe de d’Alembert s’applique 
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donc aux cliangcmcnls bmsrpu's comme à ceux qui s’opè- 
rent d’une manière continue dans le mouvement d’un sys- 
tème quelconque , en entendant que les forces instantanées 
se mesurent par la quantité de mouvement qu’elles com- 
muniqueraient à un point libre. 

il . Lorsque l’on aura éliminé de l’équation (3) toutes 
les variations qui dépendent des autres,, et qu’on aura 
égalé à zéro les coefficients de celles qui resteront, les 
équations ainsi obtenues renfermeront linéairement les 
composantes des forces instantanées , et les accroissements 
des composantes des quantités de mouvement; et, de plus, 
aucun terme ne sera indépendant de ces ([uantités. Ces 
équations , jointes aux équations de condition, dont on 
déduira, par la différentiation , des équations renfermant 
linéairement à tous leurs termes les accroissements des 
composantes des vitesses, détermineront toutes les quan- 
tités inconnues ^ — 

dt dt - • 

Or, d’après la théorie des équations du premier degré, 
les dénominateurs de leurs valeurs seront indépendantes 
de X, , Y, , Z, , X', , et leurs numérateurs les renfei^ 
merontlinéairementel sans termes indépendants. Donc, si 
les forces instantanées varient toutes dans un môme rap- 
port, les accroissements des composantes des vitesses va- 
rieront dans ce même rapport. Et plus généralement, 
Von considère autant de systèmes que Von voudra de 
forces instantanées , les accroissements des composantes 
des vitesses de chaque point seront les sommes des ac- 
croissements qui correspondraient à chaque système agis- 
sant séparément. 

On arriverait à la même conséquence sans s’appuyer 
sur la résolution des équations du premier degré , et par 
la seule observation que nous avons faite sur la forme des 
équations de la question. 
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Ainsi les eÜ'cis que; pioduirait chacune des lorces, si 
elle agissait seule, se prcxluisenl en môme temps sans se 
nuire; ils se superposent les une aux autres, et en esti- 
mant les vitesses aequises suivant les mêmes directions, 
elles s’ajoutent pour former la viti'ssc totale acquise dans 
ces directions. 

Ou reconnaîtra d’une manière semblable que cette 
même propriété s'applique aux accroissements infîniment 
petits des composantes des quantités de mouvement ou des 
vitesses, produits h chaejue instant par les forces continues. 

Applicniion du principe de d’ AleudicrI à quelrpies 
exemples. 

A2. Supposons que deux points , liés par un (il inexten- 
sible, soient posés sur deux plans inclinés dont l’interscc- 
lion soit horizontale, et de telle sorte, cjue leur système 
soit toujours compris dans un même plan perpendiculaire 
è cette intersection. 

Soient ///, ui les masses de ces points; 0, 6' les angles 
que les plans font avec la verticale; x, ,r' les distances 
An, AC {Jig. 5) de ces points au point A, commun aux 
deux plans, et I la longueur du fil. 

Les forces qui produiraient sur les points libres le mou- 
vement qui a lieu réellement seraient respectivement 

fi'JC (i , 

m » m— — , et agiraient dans les directions AH, AK. 

dO dt’ ' ° ’ 

Celles qui agissent ell'ectivement sont mg, ni g et sont 
dirigées dans le sens de la pesanteur. 11 doit donc y avoir 
équilibre dans le système entre les premières forces prises 
en sens contraire et les dernières prises dans le sens 
môme de la pesanteur. 

Pour exprimer cet équilibre, nous concevrons un dé- 
placement virtuel infiniment petit quelconcpie, en obser- 
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vaut qu’on peut regaitlor les points comme obligés à res- 
ter dans le plan AHK. perpendiculaire à l’intersection des 
deux plans inclinés; carde mouvement réel ayant néces- 
sairement lieu dans ce plan , on peut , sans y rien changer, 
supposer que les points sont assujettis à y rester. 

Soient dx, âx' les variations de x, x ; la somme des 
moments virtuels égalée à zéro donnera 

(l (l 

— m - — Jx — m' — — Jx' -f- TOffcosO Sx -f- m' ecosO' Sx' = o, 

(Jr fie’ 

et comme on a 



il en résulte 



x-f-x' = /, 



•îx-)- Sx' = O. 



Multipliant cette équation par X , et l'ajoutant à la pre- 
mière, puis égalant à zéro les coefficients de dx, dx', il 
vient 

.m__-4-;ngcos0-f-i=o, + m' geosO' + \ = O, 



fit’ 



d’où 



d’x fl’x! 

— m-—-\-m'-—-’rmgca%^ — m'gcos 6' = o, 

fit* /it* 



l = m (-gcosù + ‘^y. 



(l fl ^x 

et, observant que ’ 



d’où 



cjl^x 

[m + m')-^z= g[m cos9— m'cosô'), 

fl’x m cos 0 — m' cos 9 ' 
fit’ ^ m-\- m' 



On tire de l.à en intégrant , et représentant par u la vitesse 
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8 l 



rlii point m , 



dx 

li 



= VT=gt- 



m cos Û — ni' cos 0' 



gt'' / ni O 



m 4-/n 
cos 9 — ni' cos 0' 



+ c, 



ni m' 



+ et -h c‘ 






c et c étant des constantes arbitraires qui se détermineront 
d'après l’état initial du système. 

Soient Xo , les valeurs de a: et f , pour / = o , on aura 

c=zv,, c'r=x„. 

Si la vitesse fo est donnée ainsi que , le problème est 
entièrement résolu, puisqu’on connaît x, et par suitex'; 
et la valeur de X mesure la tension du fil, qui sera con- 
stante. Mais si l’on donnait seulement Xo et les forces in- 
stantanées qui agissent sur les deux points matériels au 
commencement du mouvement, il faudrait déterminer 
les vitesses initiales en exprimant qu’il y a équilibre 
entre les forces mesurées par les quantités de mouvement 
acquises et les forces instantanées prises en sens con- 
traires de leurs directions. Soient o), w' les vitesses que 
les forces instantanées eommuniqueraient respectivement 
aux deux points s’ils étaient libres 5 ces forces seront 
mesurées par mw, m' w', et, en suivant la même marche 
que précédemment , on trouvera 



dx dx' (dx \ 

m — m — m<a m td = o, A = m I -, w I , 

dt de \dt } 

, dx' dx 

cl, en observant que 



d'où 



a* nniiée. 



.dx 



{m-\-m') — = uii,> — m' u', 
' 'dt 



dx mai — m' *>' 
dt ni -t- m' 



fi 
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l,;i NulcMir (Ir / L'K[in’me la Ifiisian iiiiduk; pioiluilc par 

la percussion. Si l’on y remplace par sa valeur que nous 
venons de déleriniiier, on aura 



X 



— nwi' 
m + m' 



(u -ho/). 



Si l'on suppose 0 = 0 , O' — o, le syslème n’est autre 
< hose qu’une maeliiuc d’Atwood dans laquelle ou n’aurait 
pas éganl à la masse de la poulie. 

43. Considérons actuellement le cas où les deux corps 
réagissent l’un sur l’autre par l’intermédiaire d’un treuil , 
et SC meuvent chacun dans un plan perpendiculaire à l’in- 
tersection desdeuxplans inclinés sur lesquels ils sontposés. 
Les équations données par le principedc d’Alcmbert seront 
alors , en désignant par r' les rayons des deux sections , 

f/’jc d'‘x’ 

— w ox — nr — — Sx' i- ms; cosCfî.r 

dh dt‘ 

/w'g cos0'5.r'= O, 

r'iî.r -t- /’î-r' = o ; 

d’où l’on déduit 



— m 



— m 



d‘x 

lïU 

d ■ X' 

~dt‘ 



4- mg cos 6 -t- >.r' = o, 
-+■ m'g cos 6' -t- Xr = o . 



' (l"/V 

Miininant X, et observant que — — - -^5 il vient 



c/'.r (wr ros 0 — »/r' cosO'i;- 

dh '*’ /«'r'* ^ 

On achèverait la discussion comme dans le cas précédent. 

44. Supposons maintenant une chainc homogène po- 
■séesur les deux plans inclinés et glissant sans frottement , 
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en restant dans un plan perpendiculaire à l’interscctioudcs 
deux autres. Soit l la longueur de la chaîne, etesa masse 
pour runité de longueur; on aura 



cl par suite, 



* + .r' = /; 
Sx -+- Sx' = O. 



Les poids des deux parties de la. chaîne seront respecti- 
vement g^x, gex\ et les forces qui produiraient l’ac- 
célération qui a lieu seraient, pour chacune de ces par- 

tics, ex' L e principe de d’Alemljert donne 

alors , en supprimant le facteur commun £ , 



— x-7— Sx — x' Sx'-^excn%O.Sx ex' KCt%i'Sx'=.o\ 

et par suite , * 

— X — -t-gxios9 + X = o, — cos9'-|-X = o; 



d’où, eu éliminant X et x', 
r/’x 



— — = fx cos 9 -h (x — / ) cos 0' 1 

g, . / /cosû' \ 

= /- s + 0 ) - c-osTT^iTsT'j • 

Si l’on pose 



~ (eus 0 -H cos 9') = X — - 



/ cos 9' 



os 0 -t- cos 9' 



o:i aura 



d'où 



JF = 



> = ac” + Se~‘", et X = xc°' -f- 6e -4- — 



/ cos 0' 



cos 9 -H ( os9’ 

6 . 
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Les conslaiilcs « , ô so détennineioiit par létal initial. 
Un trouvera, en faisant < = o , 
l cos 0' 

~ ^ cos 0 -t- cos 0' 



I", = a {a. 6 ); 



d’oi'i l'on tirera a, S,~si x. et t-, sont donnés. Si l’on 
connaissait seulement les forees instantanées qui deier- 
' minent la vitesse initiale r,, en supposant connue la posi- 
tion initiale , on agirait comme dans un des cas précé'dents. 
d' V 

I.a valeur de sera nulle quand on aura 

€lt' 



et par suite, 



t cos 9' 

^ ^ 
cos 9 cos 9' 

l cos 9 

^ cos 9 cos 9'’ 






c’est-à-dire quand les deux longueurs x, x' seront pro- 
portionnelles aux longueurs des deux plans inclinés ; et 
si la chaîne était d’abord placée dans cotte position, sans 
vitesse initiale, elle y resterait constamment. 

■45. Mouvement d’un Jil flexible. Soit t la masse 
de l’unité de longueur d’un fil dont tous les points sont sol- 
licités par des forces dont les composantes, rapportées à 
l’unité de longueur, sont X, Y, Z, et dont les extrémités 
sont sollicitées par les forces (X, , Y, , Z, , X,, Y,, Z,). 

Un élément ds sera sollicité par les forces \ds, Yds,/jds, 
et par conséquent on devra avoir, d’après le principe 
de d’Alembcrt, 

+ (z-. jj) 

-t- X, I -L Y, Z 1 -H Xjiîjrj -t- Yj d- 
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l’inlégrale ayant pour limites les valeurs relatives aux ex- 
trémités du fil. On aura de plus dds = o, ou 



dx 

ils 



dix 



± dSj- -t- $ dSz = O. 
ds ds 



Cette équation a lieu pour tous les points du fil. Si on 
la multiplie par une indéterminée X qui varie d’un 
point à l’autre, que l’on fasse ensuite la somme de ces 
équations et de la première, on aura 



+ è + 7s 

Z, Sz, 



dix 

■ X| lîx, Y| -f- 



' ' ds 



Zj5z, 



Si l’on intègre par parties les termes de la seconde inté- 
grale qui a les mêmes limites que la première, elle 
devient 



dx 

ds 



Sx ■ 



ds 



Sy 



■t>’) 






Si l’on réunit les termes soumis au signe ou devra 
égaler à zéro les coefficients des quantités ôx, ôy, âz ; et les 
termes qui ne sont soumis à aucune intégration et qui se 
rapportent aux deux limites, devront se détruire entre eux. 

On aura donc d’aboixi les trois équations suivantes 
pour un point quelconque du fil : 



(■) 



dt J ds 



{'■ ~ ■ ÿ) Èi = 



O, 

% 

O. 

o; 
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et si les deux exlrémilés sont indépendantes l’une de 

l'autre, on aura l«*s deux équations 



(») 



-7- 4- -y Sz, 

ds, ds^ ^ 



f X , J J I 4- Y 1 I 4- Z,Sz, 

|X,5 j:, 4- Y,^y, 4- Z,iîz, I 

/rfx, dy, dz, \[ 

4- I -y — ctx, 4- J — 9/1 4- - 7 — oz. Il 

c (iSj cis<i Jf 



= O, 



= O. 



Les équations (i) sont les mêmes que si un élément 
quelconque au lieu d’être lié aux autres, était sol- 
licité par une force ayant pour composantes 



— d.k ~ > 
ds 



— d.\ 



ds ’ 



rf-4*, 

ils 



ou encore par des forces tangentes à scs deux extrémités, 
et ayant pour composantes 






dx 

dl^ 






H~ \ 



dz 

7s" 



h la première extrémité, et 

-(‘S-^4:)' 



à la seconde. L’effet de la liaison des éléments du fil est 
donc de prodxiire en chaque point une tension exprimée 
par — À. 

Si l’on élimine A entre les trois équations (i), on aura 
deux équations entre a:, y, z, t, qui détermineront à 
chaque instant la position de tous les points du fil. 

Quant aux équations (2), on commencera par réduire 
au plus petit nombre possible les variations qui y entrent , 
et l’on égalera h zéro leurs coefficients respectifs. On aura 
.ainsi les équations qui détermineront à chaque instant la 
position des extrémités et les quantités arbitraires intro- 
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(iuitcs par rinlc^ralioii , tn y joignant du pliii It s condi- 
tions relatives h l’état initial ut a la longueur du (il. 

Si les forces appliquées aux extrémités sont nulles, et 
<{UU lus extrémités soient mobiles, on ne pourra satisfaire 
aux équations ( 2 ) qu’en posant X, = o, /»= o, ce qui ap- 
prend que les tensions extrêmes seront constamment 
nulles 

Il faut excepter le cas très-particulier où le fil serait 
censtammeut perpendiculaire à la ligne ou à la surface 
sur laquelle une de ses extrémités serait assujettie à se 
mouvoir; on aurait alors à cette extrémité 

elx, Sx, -t- /ly, Jyi -f- ilz, Sz, = o , 
et il ne serait plus nécessaire qu’on eût X, = o. Il en se- 
rait de même pour l’autre extrémité. 

Si les extrémités sont fixes , les équations ( 2 ) sont satis- 
faites d’elles-mômes. Mais alors on connaît .r,, j ,, 

Z,, et l’on devra exprimer que les équations de la 
courbe sont satisfaites par ces valeurs, quel que soitt, ce 
qui contribuera à déterminer les quantités arbitraires. 

40. On pourrait obtenir directement les équations 
précédentes. En ell’et, si l’on désigne par T la tension en 
un point quelconque, l’élément sera sollicité par des 
forces dont les com^YOsantes totales parallèles aux axes 
seront 

\//s “H d, T î Yf/s -f- , 'Zà(ts d. f — , 

(Is ds ds 

et le principe de d’Alembcrt appliqué à cet élément don- 
nera 

‘ 

(v-.g)d,H-d.T;| = o, 

ris i-d.'rf^^ = o, 
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équations qui ne tlilléreiit des é»juations (i) que par le 
eliangement de — ). en T. 

A chacun des points extrêmes du fd il devra y avoir 
équilibre entre toutes les forces qui le sollicitent, en y 
comprenant la tension; car un point géométrique solli- 
cité par une force quelconque acquerrait, dans un temps 
lini quelconque, une vitesse infinie. IJe là résulteraient 
des équations identiques aux équations ( 2 ). 

47. Considérons le cas particulier d’un fil dont l’ex- 
iréniité A {Jîg. 6) est fixe , et qui passe en un autre point 
fixe B, sur lequel il peut glisser, et qui est à une dis- 
tance Z de A. Son prolongement est vertical et soutient 
un poids T qui mesure la tension du fil en un point quel- 
conque , dans sa position d’équilibre , qui est la droite AB, 
si l’on suppose que les forces X , Y, Z soient nulles. 

Cela posé, si l’on écarte infiniment peu le fil de la 
droite AB, en supposant que les tangentes aux différents 
points de la courbe qu’il alfectera fassent des angles infini- 
ment petits avec AB, il se trouvera allongé d’une quantité 
infiniment petite du second ordre, que l’on pourra négli- 
ger. Si l'on abandonne ensuite chaque point à lui-même, 
en lui imprimant ime certaine vitesse initiale , t>n peut dé- 
terminer le mouvement qui en résultera. 

D’abord il suit de l’hypothèse relative à la position ini- 
tiale, qu’en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, chaque point se mouvra dans un plan perpendicu- 
laire à AB, et par conséquent le point du fil qui était pri- 
mitivement en B pourra être considéré comme immobile. 
Donc X sera constant pour le point qui correspond à une 
valeur quelconque de l'arc .v, et l'on a 

f/^X fi ■'c 

= 0; et par suite, <l.k~ = o. 

rft’ ’ ' ’ fis 

tlx 

Mais on a ~ = I, en négligeant les infiniment petits du 
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second ordre; donc r/.A = o, ou X — c, ce qui apprend 
«jue la tension ne varie pas et est constamment égale au 
poids 1’. 

Les deux dernières équations (t) deviennent, en rem- 
plaçant s 2>ar X, ce qui est permis , d’après ce que nous 
avons dit, 

rf’jr _ T fl'x du _ T du 

do I dx' ^ do t dx' 

Si l’on suppose, pour plus de simplicité, que la figure 
initiale du fil soit renfermée dans un même plan , dans 
lequel on prendra l’axe des j', on n’aura plus à considérer 
«jue l’équation unique 

rf’j- _ T d'r 
- dO s da? ’ 

dont l’intégrale est 

( 3 ) ^ = 

F et y’désignant des fonctiotis arbitraires qui se détermi- 
neront d’après les positions et les vitesses initiales de tous 
les points du fil. Si la figure initiale du fil est exprimée, 
entre A. et B, par l’équation = y (.r), et si la vitesse 
initiale du point dont l’abscisse est x a pour expression 
il faudra que l’équation (3) donne jy = (x) et 
dr 

— = (a:) pour t = o , ce qui conduit aux équations 

F(x) + f{x) = ^(x), y/î [F'(x) -/' (x)] =^{x'r, 

d’où l’on déduira facilement F (x) et f{x). 

^ons aurons occasion plus tard de discuter en détail des 
circonstances de ce genre. JNous nous bornerons pour le 
inoment à considérer le cas où les vitesses initiales sont 
nullcs. 
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Ç)0 



On a aloi'S 



il’c 



FM = /M ■+ c, 



0 désignant une constante arl)itraii-e. 

On a ainsi deux équations entre F(.r) et J (ji) ; d’où l’on 
tirera 

F(.r) /M = içM _ 9, 

et l’équation (3) devient 

(4, ^ + ^ 

La^nction ip n’est donnée que pour les valeurs de la va- 
riable qui sont comprises entre o et l, et c’est cette in- 
détermination qui permettra de satisfaire à la condition 
que les points A et'B du fd restent fixes, ou que l’on ait 
V = O pour J* = O et pour x — l, quel que soit t. En re- 
présentant par U l’indéterminée 
quel que soit it , les deux équations 
(5) (p(K)-f-^( ll) = 0, u) + f{l — «) = 0, 



on aura ainsi, 



ce qui apprend que la courbe qui aurait pour équation 

.»■=?(«). 

«désignant l’abscisse, aurait jiour centres le point A et 
le point B, ce qui détermine sa forme dans toute l’éten- 
due de l’axe des abscisses, dès qu’elle est connue entre 
A et B. Elle se reproduit périodiquement, de telle sorte 
que deux points dont les abscisses dillèrent de 2 / ont la 
même ordonnée. E'est ce <(ue l’on déduirait des étjua- 
tions (. 0 ) en ebangeant , dans la secondt’ , l'indéterminée 11 
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en / + H ; on aurait ainsi l’équation 

<p(2/+«)-f-iy(— «)= O, 

qui, combinée avec la première, conduirait à 
<f(n/ -}-u)z=<f {il), 

ce qui démontre de nouveau que la fonction y ne change 
pas quand la variable augmente ou diminue de 2/. 

La fonction pétant ainsi déterminée pour toutes les va- 
leurs positives ou négatives de la variable, l’équation ( 4 ) 
fera connaître, dans le passé comme dans l’avenir, le 
mouvement d’un point quelconque du fil. 

Il suit de ce qui a été dit sur la forme de la fonction c 

que, si t y/j varie de 2/, l’état de tous les points rede- 
vient le>mémc; le mouvement est donc périodique, et la 
valeur 9 de la période sera donnée par l’équation 

0^^-=2/, d’où 0 = 

Si l’on suppose le fil cylindrique, et qu’on désigne pai- 
I) le diamètre de la section droite, et par A la densité de 
la substance dont il est formé, la durée de l’oscillation. 



entiere sera 



'Vt^ 



et, comme le son produit par les vibrations du fil est 
d’autant plus aigu que leur durée est plus petite, on con- 
naît ainsi comment le son rendu par une corde dépend dc.s 
((uatre quantités D, A, T. 



Digitized by GoogU 




COUBS DF. HFCATilQLK. 



ÎP 



PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS AU .MOUVEMENT DE TOUT 
SYSTÉ.ME LIBRE. 



•48. Quelles que soient les liaisons d’un système en 
mouvement, nous avons vu qu’il y avait constamment 
équilibre, en vertu de ces liaisons, entre les forces ayant 
pour composantes 



d^x 

A m -r- 1 

fit' 






Z — m 



d'z 

dT' 



Or, cet équilibre ne serait pas troublé si l’on ajoutait da 
nouvelles liaisons qui rendissent rigide le système des 
points; donc les équations qui exprimeraient alors l’équi- 
libre ont réellement lieu quand on laisse les liaisons 
telles qu’elles sont données. 

INous allons appliquer cette considération au cas d’un 
système entièrement libre dans l’espace. Les équations 
qui déterminent l’équilibre d’un système rigide libre sont 
au nombre de six. Les trois premières expriment que les 
sommes des composantes des forces respectivement paral- 
lèles aux trois axes sont nulles séparément ; les trois der- 
nières , que les sommes des moments des forces sont nulles 
par rapport à chacun des mêmes axes rectangulaires. Nous 
allons examiner successivement les conséxjuences de ces 
lieux espèces de conditions. 

•49. Mouvement du centre de gravite. — Les trois pre- 
mières équations dont nous venons de parler sont 




(1 où l’on tire 



'■) 



f/’x 

'lîF 



ïX, 



dy 



d’Z 

dt^ 
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Les premiers membres de ces équaliuns peuvent être 
transformés en introduisant les coordonnées z, du 

centre de (gravité du système proposé, en entendant par 
là le point qui , à une époque quelconque du mouvement, 
deviendrait le centre de gravité du système, si on liait 
instantanément tous les points entre eux. 

En effet, les coordonnées de ce point satisferont aux 
équations 

(2) ^ Imy lmz='Mz„ 

M désignant la somme totale des masses du système. 

Ces équations ayant lieu à chaque instant, on pourra 
les dilférentier par rapport au temps, et l’on trouvera 



</r tlx, 

( 3 ) = ' 



tU 



fit lit 





et, en les dilférentiant de nouveau , 



d’x rfV 

l4) — , 2/n 



dO 



dr 






dr 



Im - 



dt 



= M 



d^Zt 

7/F' 



d’où, en vertu des équations (t), 



(5) 



M 









d’z, 



dt' 






dt' 



équations qui expriment que les composantes de l’accii- 
lération du mouvement du centre de gravité sont iden- 
tiques à celles que l’on trouverait pour un point dont la 
masse serait M , et qui serait sollicité par toutes les forces 
données , transportées parallèlement à elles-mêmes en ce 
point. Si donc on supposait un point ayant une masse M, 
partant de la position initiale du centre de gravité, avec 
la même vitesse dans la même direction, ses coordonnées 
seraient déterminées par les mêmes éfjuations que celles 
du centre de gravité, et ces deux points coïncideraient à 
chaque instant. 
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Quant il Cf qui su rapporlu au mouvement initial , suj)- 
posons qu'il soit produit par des forces instantanées , ayant 
pour composantes A, B, C au point /n, A', B', C' au point 
/n, et ainsi des autres, ces foit'es pouvant d’ailleurs être 
/ milles pour un nombre quelconque de ces points. Si l’on 
remplace dans ce qui précède les forces continues par les 
forces instantanées, on aura, au lieu des équations (i), 
les suivantes ; 



( 6 ) 



iLv 

2/m — =i.‘A, 

i/t 



dy 



dz 



d’où résulte, d’après les équations (3), qui ont lieu depuis 
le commencement du mouvement , et que nous considé- 
rerons à cet instant même, 



».|5 



dz, 

SB, M-~: = 2;C, 
dt 



étjuations qui sont les correspoudaiites des équations (5). 

On voit donc que les composantes de la vitesse initiale 
du centre de gravité sont les mêmes qu’elles seraient pour 
un point ayant la masse M, et sollicité par toutes les for- 
ces instantanées qui déterminent les vitesses initiales du 
système partant du repos , ces forces étant transportées pa- 
rallèlement à elles-mêmes en ce point. En réunissant ces 
deux propositions, on aura le principe suivant ; 

Le inoin’emeiit du: centre de gravité d'un système fibre 
quelconque est le meme que si l’on y réunissait toutes 
les masses des différents points, et qu’on y transportât, 
parallèlement à elles-mêmes, les forces instantanées et 
les forces continues qui produisent l’état initial, et les 
états subséquents du système. 

Remarque. — 11 est bon de faire une remarque qui 
pourra se reproduire souvent, au sujet des forces instan- 
tanées, c'est-à-dire de forces considérables dont on consi- 
dèit' l’elfet pendant un temps inappréciable. La consé- 
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quciice que nous avons lircc des équations (5), étant 
appli(juée à ce genre de forces pendant le temps très- 
court cpi 'elles emploient à produire les vitesses initiales, 
démontrerait que les composautes de ces vitesses sont pré- 
cisément les mêmes que si toutes les masses étaient réu- 
nies au centre de gravité du système, et que toutes les 
forces fussent transportées en ce point sans clianger de 
manière d'agir. Mais cette démonstration revient à faire 
une intégration relative à cliacune des composantes de la 
viUîssc du centre de gravité; ctecstaftisi, en clfet, que 
l'équation (y) se déduit de l’équation générale (5) qu’on 
appliquerait à des forces très-grandes agissant dans un 
temps très-court. Et l’équation meme qui nous servira 
dans toutes les questions où il entrera des forces instanta- 
nées, c’est-à-dire l'application du principe de d’Alembert 
à ce genre de forces, a été obtenue par une intégration ana- 
logue faite sur l’équation qui se rapporte aux forces conti- 
nues. Mais une fois ce point bien entendu, il est préfé- 
rable de ne plus revenir à chaque instant sur ce même 
raisonnement, et d’introduire directement les forces in- 
stantanées comme nous avons appris à le faire; c’est pour 
cela que nous avons écrit les équations (6) et (y), dont 
nous aurions pu nous passer au moyeu du raisonnement 
précédent, mais que nous aurions pu aussi poser les pre- 
mières, en partant de l'état initial, avant de considérer 
les états subséquents du système. ^ 

Si le système renfermait des points , des lignes ou des 
surfaces fixes, on pourrait le considérer comme libre, en 
introduisant les forces qui résulteraient de ces conditions ; 
et le théorème précéxlent subsisterait bien encore : mais il 
faudrait ainsi avoir égard à des forces qui ne sont pas 
données, et qui ne seront connues que quand le mouve- 
ment sera déterminé. 

iiO. 11 résidte de l.i que si aucune force extérieure n’est 
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appliquée au système , e’cst-à-Jire si toutes les forces telles 
que X, Y, Z sont nulles , le mouvement du centre de gra- 
vité est rectiligne et uniforme. Sa direction est donc celle 
de sa vitesse initiale, et, par eonséquent , de la résultante 
des forces instantanées qui ont mis le système en mouve- 
ment, ou eneorc, des forces instantanées qui lui donne- 
raient, à un instant quelconque, le mouvement dont il 
est animé. 

Mais , lors même que les points du système exereeraient 
les uns sur les autres des actions réciproques, égales et 
contraires, continues ou instantanées, le mouvement du 
centre de gravité n’en serait pas altéré , puisque ces forces, 
transportées en ce point, s’y détruiraient deux à deux. 
Ainsi des chocs , ou des liaisons subites établies entre plu- 
sieurs corps du système, ou encore des explosions inté- 
rieures, produisant nécessairement des actions égales et 
contraires, ne sauraient modifier en rien le mouvement 
du centre de gravité. C’est en cela que consiste le principe 
de la conservation du mouvement du centre de gravite. 

Il est essentiel d’observer que toutes les propositions 
précédentes sont indépendantes de la nature des forces et 
des lois de leur action. 

bl. Principe des aires. — Considérons maintenant les 
trois dernières é(juationsd'éc{uilibre,qui expriment que les 

sommes des moments des forces X — » Y — m , 

Z — etc., par rapport aux trois axes, sont nuis. Ces 

écpiations sont 



= O, 



Digitized by Googk 



97 



UFrXTK.MK ANNKE. — nVNAMIQEK. 

et peuvent se mettre sous la forme 



(>) 




/ rf’z d W\ 

Viü^-^dr^) 



(z^~ 



d‘‘x 
\^dt 

d^r 

^-r 
dt 



\ dO ^ dt^ ) 



dt 

d'z 

dî 

d'‘x 

^d? 



= 2 irz - zY), 
= 2 ( zX — .rZj , 
= 2 (xY —yx). 



Ces équations ont lieu à chaque instant du mouvement; 
elles expriment que les sommes des moments des forces 
données , par rapport aux trois axes , sont égales à celles 
des moments des forces qui produiraient sur les points 
libres le mouvement qui a lieu. 

Nous nous occuperons particulièrement du cas où les 
seconds membres des équations (i) sont nuis. Cela aura 
lieu d'abord si les forces X, Y, Z,... sont toutes nulles , 
c’est-à-dire si le. système qui a été mis en mouvement est 
abandonné à lui-même, sans aucune action étrangère. 

Cela aura lieu encore si les points sont soumis à des 
actions qui seraient en équilibre sur le système rendu ri- 
gide ; car ces seconds membres sont les sommes des mo- 
ments des forces par rapport aux axes, et ces sommes 
sont nulles si les forces sont en équilibre. Cela comprend 
le cas d’actions mutuelles égales et de sens contraires , et, 
par conséquent , de chocs quelconques entre les diverses 
parties du système. 

Enfin , ces seconds membres sont encore nuis si toutes 
les forces appliquées aux divers points du système passent 
par un même point, choisi pour origine des coordonnées. 
En effet, les composantes X, Y, Z d’une quelconque 
d’entre elles étant proportionnelles aux coordonnées <lu 
point d’application , on aura 



> Z — zY O , »X — xZ = O , æY — _)X = o. 

a' année. < 
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I.c cas clonl nous allons nous occuper a donc encore une 
assez grande généralité. 

Les équations (i) deviennent, dans celte supposition , 




/ d-z d‘y\ 

[ d^y d"‘x\ 

Ï/H x—rr — y— TT 1 = 0; 

\ <■*’ i/t’ / . 






I d‘‘x 

vlïF 




intégrant par rapport à A , et représentant par c, c, <•" trois 
constantes, on obtiendra 




Les premiers membres de ces éfjualions sont les sommes 

des moments, par rapport aux axes, des forces dont les 

composantes seraient exprimées pour chaque point par 

dx dy dz „ 

w —1 m—f m—i c est-a-dire des lorces instantanées, 
dt dt dt ’ 



qui produiraient sur chaque point libre, en partant du 
repos, le mouvement dont il est animé. 

Ainsi , les équations (3) expriment que les sommes des 
moments des quantités de mouvement qui animent le 
système à un instant quelconque , estimées par rapport à 
trois a.res rectangulaires, sont constantes; et que, par 
conséiquent, il en est de meme par rapport à toute direc- 
tion. Ou, en d’autres termes, si , à un instant f[uelconque, 
on considère les forces instantanées qui produiraient sur 
chaque point libre, et partant du repos, le mouvement 
dont il est animé; que l’on décompose chacune de ces 
forces en trois autres, dirigées suivant les axes des coor- 
données, et en trois couples , ayant ces mêmes directions 
pour axes; la somme des moments des couples dans cha- 
cune de ces directions sera constante. 
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11 est inutile de rappeler que les sommes des moments 
seraient les mêmes pour tout système de forces instanta- 
nées, produisant le même mouvement, puisque, d’après 
le principe de d’Alembert , ce dernier système serait en 
équilibre avec l'autre pris en sens contraire. 

52. 11 résulte de ce qui précède que si , à un instant 
quelconque , on considère comme des forces les quantités 
de mouvement qui animent les différents points du sys- 
tème , et qu’on les compose comme si elles étaient appli- 
quées h im système rigide, on trouvera toujours la même 
'résultante et le même couple résultant, par rapport à 
une même origine. 

Si l’on applique à ces forces les propositions qui ont 
été établies dans la Statique relativement à la réduction 
d’un système quelconque de forces , on obtiendra les con- 
séquences suivantes : 

Lorsqu’un système libre quelconque est sollicité par 
des forces qui se détruiraient mutuellement s’il devenait 
rigide, 

La somme des forces représentées par les quantités 
de mouvement de ses différents points , estimées dans une 
même direction , est constante. 

Le centre de gravité du système se meut parallèlement 
à la résultante des quantités de mouvement , transportées 
en un même point. 

La somme des moments de ces quantités de mouvement 
par rapport à une même droite est constante. 

Si l’on considère ces moments par rapport à toutes les 
droites qui passent par un même point de l’espace , celle 
pour laquelle la somme est la plus grande est invariable : 
c’est l’axe du couple résultant des quantités de mouve- 
ment, relatif à cette origine. Cette direction, ainsi que la 
valeur du moment total correspondant, sont les mêmes 
pour tous les points de la parallèle à la résultante, menée 

7 
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par ce même püiiil. La direction peut être la même, sans 
que le moment soit le même , dans le seul cas où les forces- 
représentées par les quantités de mouvement sont réduc- 
tibles à une force unique. Dans ce cas, tous les points du 
plan mené par cette force et le point que l’on considère, 
donneront une même direction pour l’axe du moment 
maximum; mais le moment ne sera le même en grandeur 
et en direction que pour les points d’une même parallèle 
à la résultante. 

11 existe un axe central unique, parallèle à la résul- 
tante, et tel que pour tous scs points sa direction est celle 
de l’axe du moment maximum; et ce moment est moindre 
que le maximum relatif à tout autre point de l’espace. Il 
se détermine facilement dès qu’on connaît la résultante et 
le couple résultant relatif à une origine donnée. Dans le 
cas où le système des forces représentées par les quantités 
de mouvement est réductible à une force unique, la droite 
suivant laquelle elle agit est l’axe central. 

Sd. Si l’on considère en particulier les points situés sur 
la droite que décrit le centre de gravité, et qui est parallèle 
à la résultante, l’axe du moment maximum ou du couple 
résultant sera constant de direction et de grandeur. Les 
valeurs des trois couples composants étant désignées par 
les constantes c , c', c", on aura 




.r,, y,, désignant les coordonnées variables du centre 
de gravité, à un instant quelconque. Or, la somme des 
moments étant nulle par rapport à tout plan passant par 
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le neutre de gravité, on a 

. (5) — a:,) = o, 1 »i{y—y,) = o, Sw(s — z,) = o. 

Doue les équations précédentes peuvent être mises sous la 
forme 

(6) Lm j^(i — zi) '~ — — (j — j = i', 

Si donc on suppose trois axes rectangulaires qui sc; meu- 
vent parallèlement à eux-mêmes et se coupent toujours 
au centre de gi'avité, et que l’on ne considère que le mou- 
vement relatif à ces axes, les quantités de mouvement 
correspondantes aux vitesses relatives auront pour com- 
}K>santes 

d{x — x,) d[y—y,) d{z — z,) 

m 1 m , m -, , , 

dt dt dt 



pour le point dont la masse est m et les coordonnées 
Z. Or, les équations (6) expriment que les moments 
de ces quantités de mouvement relatives sont constants 
par rapport à trois axes, et que par conséquent l’axe 
du moment maximum est invariable en direction et en 
grandeur. Il est le même que l’on trouverait par rapport 
à trois axes fixes menés par une position déterminée du 
centre de gravité, puisque les constantes sont les mêmes 
dans les équations (4) et (6). 

54. On peut arriver à une proposition plus générale re- 
lativement à une origine mobile. Concevons, par l’origine 
arbitraire des coordonnées, une parallèle à la droite que 
décrit le centre de gravité, l’axe du couple résultant des 
quantités de mouvement absolues sera le même en direc- 
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tion et en grandeur pour chacun des points de cette droite , 
supposé fixe. Mais si nous concevions trois axes parallèles 
aux coordonnées , et dont le point de rencontre se mou- 
vrait sur la droite en tpiestion, les quantités de mouve- 
ment correspondantes aux vitesses relatives ne donne- 
raient pas généralement le même couple résultant que les 
premières , et l’on peut se proposer de chercher les condi- 
tions pour que cela ait lieu. 

Soient a, o, 7 les coordonnées de l’origine mobile, 
aruj",, Z, celles du centre de gravité, c, c, c les sommes 
des moments des quantités de mouvement par rapport 
aux trois axes fixes ; on aura 

(7) 3t ; ê : 7 ; ; f/* ; ; <^7 ; ; fèr, ; tlyi t rfz,, 

quel que soit d’ailleurs le mouvement de la nouvelle ori- 
gine. La somme des moments correspondants aux vitesses 
relatives, et pris par rapporta l’axe mobile parallèle à 
celui des ar, a pour expression 



tm 






— 7) 

dt 






et se réduit à 



*■('$ 



dg 

dt 

Or, en vertu des équations (7), on a 

djTi dz, dy d? 

' dt dt dt ' dt 



Donc, le moment en question se réduirait à c si l’on 
avait 

d^ : dy :: jr, : Z,. 
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lieu serait de même [xiiir les deux autres axesj de soile 
t|ue le couple résultant eorrespoudaiit au mouveiueut ro 
latif aurait un axe eouslaiit eu grandeur et en direcliou, 
si l’on avait 

f/x : : <1/ ; ; .r, ; r, ; z,, 

ou , eu vertu des équatiojis (~). 



* : e : 7 :: .r, ; : z,, 



c'est-à-dire si la droite suivant la(|uellc se meut 1 origine 
était celle que décrit le centre tie gravité. 

On voit que cette propttsition est heaucoiqi plus gi-né- 
rale qiu‘ la précédente, pui.squ’elle ne suppose! pa.s «pie 
l’origine molûle .soit toujours au <!cntre de gravité, ni 
même que son monvement soit nnifonne. 

o5. J.e résultat tpie nous vtüions d'oLtenir se rapporte 
à la condition que les moments relatifs soient, non-seu- 
lement constants, mais encore les tuèines (pie l(;s luo- 
inents absolus correspejudants à l'origiin! lixe. Suppo.soiis 
niaint(!nant qu'on s'impose .seulement la condition (jiie les 
moments relatifs soient invariables; il sullira epte l’on ait 



1 ni 



(y 






7) 



<ir 



et deux autres .semljlables relatifs aux axes parallèle.s aux 
T et aux Z. 

Or, on a 



S/;/ 





) 



= o. 



(/’z d‘Y 

'im = O, Ï/H --- = ü. 

dr- dt‘ 



Il ne reste donc, du premier membre de ré((uation piwé- 
dente, (pntles termes suivants : 



d''i , d‘6 , 

- ;p (r-«) t- ^ '» - v). 



dt> 
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io 4 

équiv aluni à 




ils seront nuis si l’on a 



dO 




ou simpleiuenl 



dp ' dt’ 



— Z, —y. 



On aurait des conséquences analogues pour les deux 
autres axes, et l’on voit que les moments relatifs seront 
constants dans deux cas : le premier, quand on aura 

^’“_o — O — o 



c’est-à-dire quand l’origine variable aura un mouvement 
rectiligne et unifonnc ; le second , quand on aura 



d'a _ rf’S _ rf’y 
dt^ ' dt' ' dt‘‘ 



■fl — a : /i — 6 : — y J 



c’est-à-dirc quand l’origine se mouvra comme un point 
matériel sollicité par une force passant constamment par 
le centre de gravité. Ce dernier cas aura lieu, par exemple, 
quand l’origine se mouvra d’une manière quelconque sur 
la droite que décrit le centre de gravité, et nous a\ous 
déjà vu qu’alors les moments seraient les memes que si 
l’origine était immobile. 

Toutes les propositions précédentes sont indépendantes 
de la loi que suivent les actions mutuelles ; elles supposent 
seulement qu’elles sont deux à deux égales et opposées. 

56. Les équations (3) peuvent être envisagées sous un 
autre point de vue, et démontrent une propriété géomé- 
trique remarquable du mouvement en question. En elTel, 
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si l’ou considère l’aire conique décrite par le rayon vec- 
teur mené de l’origine au point dont les coordonnées sont 
a, elle se projette sur les plans coordonnés suivant 
les aires décrites par les projections de ce rayon, et dont 
nous allons calculer les expressions. 

Soit 6 l'angle formé avec l’axe desjy positifs par la pro- 
jection fdu rayon vecteur sur le plan YZ, et qui tourne 
de l’axe des positifs vers l’axe des z positifs, ce qui est 
le sens direct par rapport à l’axe des x positifs ; on aura 

tangfl = J , les signes de toutes les quantités étant pris de 

la manière ordinaire. 

On tire de cette équation 

f/6 ydz — zdy 

cos ’ 6 ' 

et comme J' = r cos9, on aura 

r’(/6 = ydz — zdy. 

Donc J dz — zdy est le double de la dllïérenticlle de l’aire 
décrite par le rayon elle est de même signe que r/9, et, 
par conséquent, positive quand le mouvement est direct, 
et négative quand il est rétrograde. 

Or, si l’axe de l’aire plane infiniment petite , décrite 
dans l’espace, fait un angle aigu avec l’axe des a:, la pro- 
jection du rayon vecteur sur le plan YZ aura un niouvc- 
nieut direct; et si l’angle est obtus, ce mouvement sera 
rétrograde; donc ydz — zdy est égal, en grandeur et en 
signe, au double de l’aire infiniment petite décrite dans 
l’espace, multipliée par le cosinus de l’angle formé par 
l’axe de cette aire avec. l’axe des x positifs. 

Cela posé, si l’on désigne par X, X', V les sommes des 
aires décrites par les projections des rayons vecteurs sur 
les plans coordonnés , et multipliées chacum; par la masse 



Digitized by Google 




COURS DE MECANIOUE. 



loti 

du point correspoiidaiit , les équations (3) |H)UitoiiI èli e 
mises sous la forme 

rfx <n’ , dx" 

lu ~ lit ~ ^ ' HT ~ ' 

«l’où 

À = et, X' = e't, X" = c’ t , 

en comptant les aires à partir de t = o. 

Ainsi , lorsque les points d’un système libi-e ne sont 
soumis qu’à leurs aciions mutuelles, ce ([ui comprend les 
chocs entre les divers points du système^ et plus généra- 
lement lorsqu’ils sont soumis à des forces qui seraient en 
équilibre sur le système devenu rigide, et de plus à d(;s 
forces quelconques passant par l’origine ; la somme des 
projections des aires décrites par les rayons vecteurs de 
tous les points, multipliées respectivement par les masses 
de ces points, est proportionnelle au temps , pourvu que 
l’on regarde comme positives les aires décrites d’un mou- 
vement direct, et comme négatives celles qui sont décrites 
d’un mouvement rétrograde. C’est en cela que consiste b* 
principe de la conscn’atiun des aires. 

57. S’il y avait deux centres d’action, lors même (jue 
l’un deux serait pris pour origine, les seconds membres 
des équations (i) ne seraient plus nuis. Mais l'un dimx 
disparaîtra si l’on prend pour axe des z la droite qui passe 
par les deux centres fixes; car on aura 

X : Y ou xY — rX = O. 

Donc, dans ce cas, le principe a lieu seulement pour les 
projections sur un plan perpendiculaire à la droite qui 
joint les deux centres d’actions, et les couples provenant 
des quantités de mouvement du système , déconqwsés 
suivant les trois axes , donneraient un couple constant 
suivant l'axe qui passe par ces dt'iix points. 
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58. Plan invariable. — Si l’on cherche le plan sur 
lequel la somme des projections des aires multipliées par 
les masses est la plus grande , on trouve , d’après les 
théorèmes démontrés dans les préliminaires, que les cosi- 
nus des angles /?, q, /•, que la direction de son axe forme 
avec les axes de coordonnées , sont 

\ V 

v'x’ -I- X'’ H- X"’ V^X’ -f- X'’ -I- X"’ 

X" 

v'x’ -4- X'' 4- X"’ ’ 
ou 

c 

cosp = -=====, 

\/c’ c'' 4- £■“’ 

c" 

cosr = . 

v/c’ + c'> -H c"‘ 

La direction de ce plan est donc indépendante du temps, 
et Laplace, qui l’a recbnnu le premier, lui a donné le 
nom de plan invariable. Les équations (3) montrent qu'on 
pourra le déterminer si, à un certain instant, on con- 
naît les masses des différents points du système, leurs 
positions et les composantes de leurs vitesses. Les actions 
mutuelles des points, et les chocs qui peuvent survenir 
entre eux ne changent pas la direction du plan inva- 
riable, puisque les seconds membres des équations ne 
cessent pas d’ètre nuis. 11 en est de même s’il y a un cen- 
tre fixe d’action ou un point fixe, pourvu qu’on le prenne 
pour origine. 

On voit que ce plan n’est autre chose que celui du 
couple résultant des quantités de mouvement, et toutes 
les propositions qui ont été établies pour ce dernier s’ap- 
pliqueront identiquement à l’autn;. \ous nous dispense- 
rons de les rappeler. 



c' 

COSf/ =: — — — , 
yc’ -f- c'’ c"’ 



COS^ = 
cosr = 
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59. Application nu système du monde. — Kn considé- 
rant le soleil , les planètes et leurs satellites comme sollici- 
tés seulement par leurs actions mutuelles, le centre de gra- 
vité de ce système se meut uniformément en ligne droite 
avec une vitesse qui dépend de celles qui ont été impri- 
mées à tous ces corps , lorsqu’ils ont été abandonnés à eux- 
mêmes. Comme nous ne connaissons aucun point fixe, si 
nous voulons prendre une origine des aires qui donne 
pour le plan du maximum des aires une direction inva- 
riable, il faut choisir un point cpil se meuve parallèlement 
à la droite que décrit le centre de gravité; et comme cette 
droite n’est pas connue, il faudra choisir le centre de gra- 
vité lui-même. Le plan du couple résultant des quantités 
de mouvement relatives , ou , en d’autres termes , celui du 
maximum des aires relatives, pourra se déterminer à une 
époque quelconque; et comme il sera toujours le même, 
si l’on y rapporte tous les points du système, il pourra 
servir à comparer les observations astronomiques faites 
aux époques les plus éloignées. 

11 est bon de remarquer que ce plan , étant indépendant 
de la grandeur des actions mutuelles, ne changerait pas 
lors même que la loi d’attraction de la matière varie- 
rait; il est aussi indépendant des changements qui peuvent 
survenir dans la figure des corps célestes , parce qu’ils 
proviendront toujours de forces égales deux à deux et de 
sens contraire. Les parties liquides ou gazeuses pour- 
raient se lier invariablement à la partie solide d’une 
planète; les planètes pourraient se lier entre elles ou sc 
choquer d’une manière quelconque ; elles pourraient être 
brisées par des explosions, sans que ce plan fût dérangé. 

11 resterait encore le même si l’on supposait tous les 
corps du système sollicités par des forces parallèles et 
proportionnelles aux masses ; car les mouvements rappor- 
tés à trois axes menés par le centre de gravité dans des 
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ilirections constantes ne seraient pas altérés, et, par con- 
séquent, les aires projetées -sur ces plans resteraient les 
mêmes. 

60. Équation des forces vives. — Cette équation s’ob- 
tiënt en considérant un déplacement virtuel particulier, 
qui n’est pas toujours compatible avec les liaisons du 
système. C’est celui qui coïnciderait avec le déplacement 
qui s’opère pendant un temps infiniment petit dans le 
mouvement réel de ce système. 

Pour reconnaître quand ce déplacement virtuel est per- 
mis, soitL =o une des équations de condition données. 
Les déplacements virtuels satisferont à l’équation 



dL 

dx 



Sx -!r ~ Sy + 
dy 



£L 

dz 



Sz 



(TL 

S? 



Sx' 



= o; 



et lors même que L renfermerait la variable t explicite- 
ment , on ne la ferait pas varier dans cette équation , 
puisque les déplacements virtuels se rapportent au même 
instant. 

Si maintenant on désigne par dx , i de., les ac- 

croissements infiniment petits que prennent les coordon- 
nées pendant le temps dt dans le mouvement effectif du 
système, l’équation L = o devant constamment être satis- 
faite, l’accroissement de son premier nombre, après le 
temps dt, doit être nul, ce qui donne, en supposant, 
pour plus de généralité, que la variable t y entre explici- 
tement : 



rfL , rfL ^ dL , , rfL . f/L , , 

— d/ -f- — dj: 4- — dy -f- ^ dz -f- — dx' = o. 

dt dx dy dz dx' 



Or, ces deux équations seraient contradictoires si l’on 
prenait 

Sx = dx, Sy = dy, Sz = dz, etc. 
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■ ■ . . 1 , aij 

fl cette supposiiiou ne sera permise que si 1 ou a — = o, 

quel que soit t. D’où l’on conclut qu’on peut prendre pour 
déplacement virtuel le déplacement infiniment petit que 
subissent en même temps les points du système, en conti- 
nuant leur mouvement, dans le cas seulement où aucune 
des équations de condition ne renferme le temps d’une 
manière explicite. 

Supposons donc qu’il en soit ainsi , et , dans l’équation 
générale 







= 0 , 



faisons 

â.r == rfjT, — dz, 

il vient 



2] = 2(Xrfx - 4 - Ydx -+- Zdz). 

Or , le premier membre est la moitié de la différen- 
tielle de 





ou de 2m r’, 



V désignant la vitesse du point dont la masse est m ; et 
l’équation précédente peut s’écrire ainsi ; 

(l) -J d'Lmv^ =. 2(Xrfx -I- Yrf_>‘ -h Zdz). 

Si donc 2(X<ix -+- Tjdz) est la différentielle exacte 

d’une fonction (}> de x, j, z^x\j, considérées comme 
variables Indépendantes , on pourra intégrer les deux 
membres de l’équation précédente , entre deux époques 
quelconques , et l’on aura 

(a) i 2mo»— -tXmrJ = x, *, x' x^j 
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Ainsi, dans ce cas , raccroisscinciit de force vive peut 
se déterminer dès que l’on connaît les positions de tous 
les pobits , aux deux époques que l’on considère, et toutes 
les fois que le système repassera par une même position, 
la somme des forces vives redeviendra la même. 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, le second membre de 
l’équation ( 2 ) est nul et la somme des forces vives est 
constante. C’est en cela que consiste le principe de la 
conseivation des J'orces vives. 

61 . Si tous les points du système sont soumis à l’action 
seule de la pesanteur, on aura 

X = o, Y = o, Z = — 

en prenant l’axe des z positifs en sens contraire de la 
pesanteur. L’équation des forces vives deviendra donc, 
en désignant par^:, le z du centre de gravité du système, 
et par M sa masse totale ; 

(1) y ï/nc’ — = — g^M(z, — Z,). 

La somme des forces vives ne dépendra donc que de la 
hauteur du centre de gravité du système; et elle redevien- 
dra la même toutes les fois que ce point repassera par le 
meme plan horizontal. 

62. Lorsque ce système passe par une position où il 
serait en équilibre si ses points n’avaient aucune vitesse, 
on a alors 

Im (Xi.r -t- -t- Zôz) = o 

pour tous les déplacements virtuels. Et comme on peut 
prendre 

Sx = >lx , Sy z= dj. Si = dz , 

il s'ensuit 

Z ( Xf/x -t- \dy + Zdz) = O , 

et par conséquent le second membre de l’équation ( 2 ), 



Digitized by Google 




113 COURS DE MÉCANIQUE. 

ayant sa différenlielle nulle, sera, en général, maximum 
ou minimum relativement à toutes les valeurs par les- 
quelles il passe successivement. Ainsi , la somme des forces 
vives du système obtient ses valeurs maxima ou miuima, 
lorsque le système passe par des positions où il serait en 
équilibre si scs points y étaient placés sans vitesse. 

63. ]\ous allons démontrer maintenant que l’expres- 
sion 

2(XrÉr -t- Ydy -t- Zrfz) 



est une différentielle exacte quand les forces que l’on y 
considère sont des actions mutuelles entre les points du 
système, proportionnelles aux masses de ces points, et 
dépendant de leurs distances seulement. 

Eu effet, soient :r, J-, z, x',y \ r' les coordonnées de 
deux points dont les masses sont m, m et dont la distance 
est /". Leur action mutuelle aura pour expression wm'F, 
F désignant une fonction dey seulement , et les trois com- 
posantes de l’action exercée par m sur m seront , en la 
supposant attractive, 



mm'V . 





mm' F. 




et les termes provenant de ces composantes dans 



2{Xefr + Ydy+ Zdz) 

seront 

~ ~ 
f 

Les termes provenant des composantes de l’action de m 
sur m seront 

,nm' F -y')ày' + {z- z') dz' ^ 
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et si on les réunit , on a 



1 13 



— mm' F. 



(x-x'){dc-f/x') + (^- J ' ) fiy) + (z- z' ) [ih-dz' ) 

f 



5 



ce qui se réduit à — mm \ ,dj\, en ayant égard à l’équa- 
tion 

[x~x'Y + {y ~y'y^{z — z'f —p. 

On aurait trouvé -|- mm' dans le cas d’une action 
répulsive. Ainsi , tous les termes provenant des actions 
mutuelles des points seront des diirérentielles exactes, 
quand ces actions ne dépendront que de la distance et 
seront proportionnelles aux masses. 

Nous avons démontré précédemment qu’il en était 
de même pour toutes les forces agissant vers des centres 
fixes proportionnellement à une fonction de la distance 
seulement. 

Mais le théorème n’aurait plus lieu s’il existait des ré- 
sistances de milieux ou de frottement- les forces X, Y, Z 
dépendraient alors soit des composantes de la vitesse, soit 
de la pression contre les surfaces ou les lignes qui pro- 
duisent le frottement , et 



-f- Y/^' -f- Zdzj 

ne serait plus une dilférentielle exacte. 

On observera que la diHérentielle — qui se 

rapporte aux attractions mutuelles, est négative si est 
positif, et positive si dfest négatif. Donc les attractions 
mutuelles donnent un accroissement dans la somme des 
forces vives quand les points se rapprochent, et une dimi- 
nution quand ils s’éloignent. De même, si les actions sont 
répulsives, la somme des forces vives croîtra si les points 
s éloignent, et décroîtra s’ils se rapprochent. 

64. La somme des forces vives n’est pas altérée par le 
choc des points du système entre eux, lorsque les corps 
, 2' année. o 
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qui so clioquont l'epasscnt après la compression par les 
mêmes états que pendant qu'elle s’opérait , et que la force 
répulsive qu’ils exercent l’un sur l’autre est la même pour 
les états semblables; car alors on a des actions mutuelles 
qui ne dépendent que des distances des points entre les- 
quels elles ont lieu. 

Mais il n’en est plus de même, comme nous allons le 
voir, quand les corps qui se choquent ne satisfont plus à 
cette condition, c’est-à-dire quand ils ne sont plus pnr- 
faitement élastiques. 

65. Petie de forces vioes prodiute par le choc. — 
Supposons que les corps qui se choquent soient entiè- 
rement dénués d’élasticité , et désignons par o , A, c les 
composantes de la vitesse du point quelconque in avant 
le choc, et par A , B, C leurs valeurs après le choc qui a 
lieu entre des parties quelconques du système. 

D’après le principe de d’Alembert, que nous avons 
démontré applicable aux forces instantanées (n° 40), il 
devra y avoir équilibre entre les forces de choc, qui sont 
deux à deux égales et directement opposées, et celles dont 
les composantes seraient exprimées pour chaque point par 




ou, d’après les notations précédentes, par 

m {a — A) , m(b — B) , m{c — C). 

Or, en appliquant le principe des vitesses virtuelles, 
on obtiendra une équation indépendante des forces incon- 
nues que produit le choc, en prenant pour déplacement 
virtuel celui qui s’opérera réellement après que le choc 
sera terminé. En eflet, les corps cesseront d’agir l’un sur 
l’autre lorsque leur vitesse sera devenue la même dans le 
sens de la normale commune ; donc alors les moments vir- 
tuels des deux forées égales et contraires seiont égaux et 
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de signes dillerents; il esl donc inutile d’y avoir égard 
dans la somme totale, et l’oii aura l'équation 

Zm [(« — A) rfi -f- (6 — B) (ly (c — C) rfz] = o. 

Or 

fix = Aflt, dr = 'B<{t, dz = Cdt\ 

donc 

Im (/lA -(- 4- cC — A’ — B- — C=) = o. 

Soient 

A*+B’-|-C’=V% (n-A)’4-.(i-B)’+(c- €)’=«-’, 

d’où 

V’ «■’ 

//A -t- *B -hcC= — : 

2 

l’équation précédente devient alors 
— V’ — iv’) = o, ou 

ce qui prouve qu’il y a une perte de force vive égale à la 
somme des forces vives relatives aux vitesses perdues. 
Cette proposition est connue sous le nom de théorème de 
Carnot. 

L’auteur l’a étendu au cas où les corps qui se choquent 
ont un degré quelconque d’élasticité; mais la difficulté 
de connaître exactement ce degré en rend l’emploi pres- 
que impossible dans l’état actuel de la science. Pour 
qu’on en pût faire usage avec quelque confiance, il fau- 
drait faire de nombreuses expériences , dont on ne s’est pas 
encore occupé. 

La perte de forces vives étant dans le cas de 

corps sans élasticité, si l’on considère le système immé- 
diatement avant et après le choc, les points n’ont pas 
changé sensiblement de position. En désignant donc par 
s, x\... les coordonnées de ces points, au moment 
où les coi'ps viennent en contact, l’équation (i) devien- 
dra , en ayant égard à la perte instantanée de forces 

8 . 
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Nous verrons, plus lard, l’usage que l’on fait des équa- 
tions (i) et ( 2 ) dans le calcul de l’eiret des machines. 

6(5. L’équation (i) prend une forme remarquable 
quand on y introduit les vitesses des jxtints par rapport 
au centre de gravité du système. 

En elTet, soient x, y, z les coordonnées d’un quel- 
<-(>nque de ces jwints par rapport à des axes fixes; Ç 

(■«‘lies du môme point par rapport au centre de gravité, 
un aura 



x = -t-ï, jr = .r. -t- 15 , ï=3, -t-r; 

et , par suite , • 

-i. ‘M ^±1 ^'3! 

idXi<l\ dy^dn dzx dX,\ 

^ \ dt dt dt dl dt dt ) 

Si l’on désigne par vila vitesse du centre de gravité, par V 
les vitesses dans le mouvement par rapport an centre de 
gravité, et que l’on observe que l’on a 




ï m : 



dl 



dt 



du 

O, O, 



. dx, . 



on obtiendra, en représentant par ÎVl la masse totale du 
.système , 

(4) t m = £/» V’ -t- Mu’. 

L’équation ( 1 ) donne ainsi 

1m\- — \Zm\\ = ^ (-j; — u’) -t- y {.r, y, z, .r',...) 
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67. On peut encore faire, au sujet du centre de gravité , 
une remarque qui est souvent utile. Le mouvement de ce 
point étant le même que si toute la masse y était réunie 
et que toutes les forces y fussent transportées parallèle- 
ment à elles-mêmes, on obtiendra des propriétés du mou- 
vement du centre de gravité d’un système, au moyen des 
propriétés du mouvement d’un point matériel sollicité par 
des forees données. 

En considérant en particulier l’équation relative à la 
force vive d’un point matériel , et employant les mêmes 
notations que ci-dessus , on obtiendra 

(5) } d. Mu’ = <Ar,XX -I- dz,XL , 

étjuatiou qui peut servir, dans bien des cas , à donner 
immédiatement l’expression de la vitesse v du centre de 
gravité. Nous allons eu faire usage ici jx)ur démontrer 
une propriété remarquable du centre de gravité d’un 
système. 

L’équation (i) donne, en v remplaçant S.'/ie’ par sa' 
valeur, tirée de l’équation (4), 

irfX/nV’ -I- -;d.Mu’ = l{Xdj: + Xdy + 'ldz). 

Or, si l’on désigne par ç, n, ^ les coordonnées par rap- 
[Kvrt à des axes parallèles à^ceux des x, j", z et passant 
par le centre de gravité du système, on aura 

x = j;, + l, z=^Z, + Ç, 

et , par suite , 

f/x = dx, -h dï , dy = dy\ -!- dr, , dz = dz^ -4- dX , , 

et l’équation précédente devient, en veitu de rétjiia- 
tion (5), 

y f/. X /« \ ■ = i, (X (/H -1- Y dr -t- Z d'y , 

e est-à-dirc que réquation des forees vives a lieu par raj>- 
port au eentre de gravité, comme si c'était un point fixe. 
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j-Ipfjlication des principes précédents au choc direct des 
corps sphériques. 

68. Supposons deux sphères composées de couches ho- 
mogènes, et dont les centres soient animés de mouvements 
uniformes suivant une même droite : si ces deux corps 
viennent à se choquer, leurs vitesses seront modifiées : 
mais leurs centres continueront à se mouvoir dans un 
sens ou dans l’autre sur la même droite : nous nous pro- 
posons de trouver les formules qui exprimeront, dans 
tous les cas, leurs vitesses après le choc , en fonction de 
leurs vitesses primitives. 

Nous considérerons les deux cas extrêmes où les corps 
sont complètement mous , ou bien parfaitement élasti- 
ques; et, pour écarter toutes les difficultés qui peuvent 
tenir à la forme des corps après le choc, et des mou- 
vements intérieurs qui peuvent y exister, nous les rédui- 
rons à deux points matériels ; nous supposerons que, quand 
ils se trouvent à une très-petite distance l’un de l’autre, 
il s’exerce entre eux une force répulsive qui ne sera 
fonction que de la distance dans le cas des corps parfaite- 
ment élastiques , et qui , au contraire , dans le cas des 
corps mous , deviendra nulle après un certain degré de 
rapprochement. 

Rapportons la position des deux points à une origine 
fixe, prise sur la ligne du mouvement. Soient x, x' les 
abscisses de ces points ; m , m leurs masses ; u, u' leurs 
vitesses avant le choc; V, V' leurs vitesses après le choc. 
Ces quantités seront considérées comme positives quand 
le mouvement est dirigé dans le sens des x positifs, et 
comme négatives dans le cas contraire, de sorte qu’elles 
seront toujours représentées, en grandeur et en signe, 

f/jr djc' 
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Cela posé, si nous désignons par r, l’abseisse du centre 
de gravité des deux points, nous aurons constamment 
mx -+- m' x' — (fti //i')x,-, 
et , en düTércntiant , 



dx 

m — + m 
dt 



dx' 

dT 






Or, d'après le principe do la conservation du mouve- 
ment du centre de gravité, — ' est constant, et a la même 

valeur avaut et après le choc. Le premier membre a donc 
aussi la même valeur avant et après le choc; ce qui donne 
cette première relation 

( i) mv -k- m'v' — mW m’W', 

quels que soient d’ailleurs les signes des quantités e, e , 
V , V et soit que les corps soient mous ou élastiques. 
Distinguons maintenant ces deux cas. 
i“. Si les corps sont entièrement dénués d'élasticité, 
l’action mutuelle cessera lorsque leurs vitesses seront de- 
venues égales et de même sens; on aura alors \ '=V, ei 
l’équation (i) donne 

mv -I- m’ p' 
ni /«' 

On voit que les deux corps resteront en rcjws après li 
choc , si l’on a 

tnv -+■ m' p' = O , 

c’est-à-dire si les quantités de mouvement sont égales, et 
les vitesses de signes contraires. 

Ou vérifierait facilement que la somme des foires vives 
après le choc est moindre qu’avant le choc, < l que la dif- 
férence est la somme des forces vives correspondantes aux 
vitesses, perdues. 
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2°. Si les corps sont parfaitement élastiques, la somme 
des forces vives n’a pas été changée par le clioc , et l’on a , 
par conséquent , 

( 2 ) mv' m! v''^ = «V’4- wi'V'’. 

Les équations (i) et (2) déterminent V et V' au moyen 
de i', U»'. 

Si on les met sous la forme 

m[\ —w) = 

I-’) = /«' (v"— V"), 

on trouve, en les divisant membre à membre, 

V + K = V ' -f- v', 
ou 

(3) V-V'= 

ce qui montre que les vitesses relatives avant et après le 
choc sont égales et de sens contraires. 

Les équations (i) et ( 3 ) donnent 

^ {m — m' ) P -h “i m' v' 

m ■+■ m’ ’ 

, (/«' — m) p' + 2 mv 

III -f- m' 

Si les masses des deux corps sont égales, ces formules 
donnent 

V=e', \'=p, 

c’est-à-dire que, dans ce cas, les deux corps échangent 
toujours leurs vitesses. 

Si l’un des corps est en repos, par exemple celui dont 
la masse est rn, on trouve 

__ (m—m’)p 
m 4- m' ’ 



, 2 nip 

V'= -M 

tn -I- III 
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(le sorte que le corps en mouvement sera réfléchi s’il a 
une masse plus petite que l’autre, et continuera, au con- 
traire, son mouvement dans le même sens, s’il a une 
masse plus grande dans l’un et l’autre cas, sa vitesse r(j- 
lative sera — t', comme il résulterait de l'écpiation (3). 

Si l’on avait, en outre, m — m\ on trouverait 

V=o, V'=«. 

Le corps immobile ayant pris la vitesse de l’autre, se- 
rait de même réduit au repos, s’il rencontrait un autre 
corps élastique de même masse et sans vitesse, et ainsi 
de suite. Ce l’ésultat se vérifie facilement, et l’expérience 
en est faite dans tous les cours de physique. 

Application de l'équation des forces vices à la stabilik 
de l'équilibre d'un système de points. 

09. Lorsqu’un système de points est en équilibre, cl 
qu’on le déplace infiniment peu, d’une manière qucl- 
concpie , en l’abandonnant ensuite à l’action des mômes 
forces, il arrive de deux choses Tune : ou les déplace- 
ments successifs de chaque point par rapport à sa position 
d’équilibre restent, toujours très-petits; ou ils peuvent 
acquérir, au bout d’un certain temps, des valeurs finie.s. 
On dit, dans le premier cas, que l’étjuilibre est stable, et . 
dans le second , (pi’il est instable. 

Cela posé, considérons l’équilibre d’un système dt; 
points assujettis à des liaisons quelconques indépendantes 
du temps, et telles que 2(X(7x-f- Yc^-|-Zr7c) soit la 
différentielle exacte d’ime fonction <p(x, jr, z, x',...). 

Nous savons que, dans la position d’équilibre, cette fonc- 
tiou sera, en général, maximum ou minimum relative- 
ment à toutes les variables indépendantes. Or, nous allons 
démontrer que, (piand elle est maximum, l’équilibre est 
stable. 
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Supposons, en ell'et, un système de jKtiiits en équilibre, 
sous l’action de forces X, Y, Z, X',... telles, que l’ex- 
pression 

S(Xfit -t- \dy H- Zrfz) 

soit la dill'érentiellc totale d’une certaine fonction 
en considérant les variables x, j, z, x',... 
comme indépendantes. En vertu du principe des vitesse.s 
virtuelles, la diderentielle de la fonction ip sera nulle pour 
tous les déplacements infiniment petits du système, qui 
satisferont aux liaisons auxquelles il est assujetti. Sup- 
posons qu’alors cette fonction p soit un maximum relati- 
vement à toutes les valeurs qu’elle prend dans ces divers 
déplacements. Désignons par n , h, c, a',... les valeurs de 
X, jy, Z, x',... dans la position d’équilibre; déplaçons 
chacun des points de quantités extrêmement petites, et 
communiquons-leur des vitesses très-petites; il s’agit de 
démontrer que le dérangement du système restera tou- 
jours très-petit, et que, par conséquent, l’équilibre sera 
stable. 

En effet, posons 

X ~a-\- h, y = b k ^ s = c . x' = a' -y h\ etc. , 

et désignons par eu, ,. .. les vitesses très-petites que l’on .n 
eommuniqttées aux différents points; l’équation des forces 
vives deviendra 

I 7 Sffio’ — ÿ = <f(a -h b, b -t- k, c 

' I — 7 -(- /*« , è -f- 4- 1 • ■ ■ ) 1 

//(,, A'o , /ov- représentant les déplacements primitifs 
très-petits , estimés parallèlement aux axes. 

Or, puisque la fonction z, .r',...)est maximum, 

lorsque x, y, z, . . . ont les valeurs n , i>, c, . . . , les termes 
du premier degré en /i. A, dispaiaissent dans le 

développement de •+• A , A -f- A , e -f- /,...) ; et les 
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termes du second ordre, changes de signes, peuvent se 
mettre sous la forme d’une somme de carrés de quantités 
dont chaque terme renferme, au premier degré, l’une des 
quantités /t, fc, Z, . . . , et qui sont en nombre égal à celui 
des variables indépendantes. Si l’on désigne ces diverses 
quantités par s, s\ s",.,, et par R l’ensemble des termes 
de degrés supérieurs au second , on aura 

c+/,.. [a, b, -t-R, 

et de même 

ÿ(o /<o, b /i,, c -f- /u, . . .) 

= ?(". i', e.-") — ■+■ 4’-+- • ') ■+■ R»- 

L’équation ( i ) devient donc 
-f" R — R, ÿ 

ou, en représentant par c la quantité très-petite 
7 2 mvl -t- J, ’-t-.-. — Ru, 

(2) 7 2 «/•'’ = c — (j’ -h i'’ -f- -H R. 

Les quantités h^k, l, /t', ... ne sont pas toutes indépen- 
dantes , et l’on pourrait en éliminer un certain nombre 
au moyeu des équations qui expriment les liaisons du 
système. Celles qui resteraient entreraient au premier 
degré dans les divers termes des quantités s , /, s",... dont 
le nombre est le même que celui de ces variables indépen- 
dantes. Il suit de là que si ces dernières ont des valeurs 
très-petites , il en sera de même de s, s\ s", . . . , et réci- 
proquement. 11 suffit donc de démontrer que i, s', .. . 
resteront constamment très-petites pour qu’il en résulte 
que les déplacements des points du système restent eux- 
mêmes très-petits, et que, par conséquent , l’équilibre esl 
■Stable. 

Or, le premier membre <le l’équation ( 2 ) étant esseii- 

i 
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tiullemcnl positif, il en sera eoiislamiiieut de même du 
second; et il est facile d’en conclure que chacune des 
quantités s’, s'*,. . . restera toujours Inférieure à c. En 
eJl’et , d’après la valeur de c , chacune des tpiantités s’, / ... 
est d’abord moindre que c.; viles varient ensuite d’mtc ma- 
nière continue. Supposons qu’il puisse arriver alors que 
l’une d’elles, par exemples’, devienne égale àc, et ce sera 
la plus grande de toutes; elle sera encore très-petite, et il 
en sera de même, à plus forte raison, de toutes les autivs. 
Donc /t, A-, /, . . . seront aussi très-petits, et la quantité II 
sera incomparablement moindre que chacune des quan- 
tités s’, s'*, .... Donc l’hypothèse s* = c conduirait à ce 
résultat absurde, que le second membre de l’équation ( 2 ) 
serait négatif. Les quantités s, s', s", . . . restant donc tou- 
jours inférieures à v^c, et par conséquent très-petites, il 
en sera de même des déplacements A , A , et l'équi- ^ 
libre sera stable. 

Lorsque la fonction j, . . .) est un minl- 
nium, ou ne peut faire des raisonnements analogues pour 
démontrer l’instabilité de l’équilibre , et il faut examiner 
spécialement chaque cas particulier. 

Application de l'équation des forces vives au calcul de 
l’effet des machines. 

70. Les machines ne sont généralement utiles que lors- 
qu’elles sont en mouvement, et dans ce cas elles ont 
pour objet de surmonter certaines résistances et de fair»-. 
mouvoir leurs points d’application de telle sorte, que 
leurs déplacements, estimés suivant la direction de ces 
mêmes forces, soient en sens contraire de l’acliou de ces 
dernières , auxquelles on donne le nom de forces rcsis- 
tuntes. Celles que l’on emploie pour produire le mouve- 
ment se nomment J’orces mouvantes. 
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1^»‘ plus ordiiiaironicnl une macliiiic n’est susceptible do 
prendre que deux mouvements difVércnts, opposés l’un à 
l’autre, et dans lesquels la position d’un seul point déter- 
mine celle de tous les autres. Une seule équation suffit 
doue pour déterminer la loi de ce mouvement, dès qu’oii 
connaît le sens dans lequel il a lieu; et la plus commode 
à employer est celle des forces vives. Cette équation est 

( I ) j liiii’'- — j S mt'l = y 2 (Xdx -k-Ydy-\- Zdz ) , 

les sommes 2 du premier membre s’étendant à tous les 
points du système, et la somme 2 du second se rappor- 
tant à toutes les forces, soit mouvantes, soit résistantes, 
qui y sont appliquées. L’intégrale du second membre est 
prise entre deux limites quelconques, et A' et e sont les 
” vitesses du point dont la masse est m, relativement à ces 
limites. 

Les forces dont les composantes sont X, Y, Z se par- 
tagent naturellement en deux classes. Désignons par P 
l’ime quelconque des forces mouvantes, et par dp le dé- 
placement intiniment petit de son point d’application, 
estimé dans le sens de cette force; 2Pc//> sera la partie de 

2 (Xrf.r -1- Ydy 4- Zdz) 

correspondante aux forces mouvantes. Soient de même Q 
l’une quelconque des forces résistantes, et dq le déplace- 
ment de son point d’application estimé dans le sens de 
celte force, et abstraction faite de tout signe; la partie 
correspondante aux forces résistantes sera — 2Q<7<7, et 
l’éqiiation ( t) pourra se mettre sous la forme 

(a) — J'iQdq. 

71. Toute force peut être remplacée par un poids su.s- 
pendu par un fil dont une extrémité sera fixée au point 
d’application de la force, et dont la direction, à partir de 
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«•e point, coïncidera avec celle de cette force, par le 
moyen d’une poulie de renvoi. Si l'on fait cette substitu- 
tion à la force P, lorsque la machine se déplacera inflni- 
raent peu , le poids égal à P descendra de la quantité 
qui désigne la projection du déplacement de l’extrémité 
du fil sur la direction de ce fil. Si l’on agit de même pour 
une quelconque des forces Q, dq exprimera la quantité 
dont s’élèvera le poids égal à Q pendant que le poids P 
s’est abaissé de dj). 

x\insi , en supposant d’abord toutes les forces constantes, 
l'équation (2) exprime que l’accroissement de la demi- 
somme des forces vives du système entre deux époques 
quelconques est égale à la somme des produits des pre- 
miers poids par les hauteurs respectives dont ils se sont 
abaissés, moins la somme des produits des seconds poids . 
par les hauteurs dont ils se sont élevés. 

^'ous désignerons, avec M. Coriolis, 'çai' quantité de 
travail le produit d’un poids par la hauteur dont il a été 
élevé ou abaissé, et généralement le produit d’une force 
quelconque par la projection du déplacement de son point 
d’application sur la direction de cette force. Si la force 
varie d’intensité, on décompose le mouvement en parties 
infiniment petites; les quantités de travail élémentaires 
qui leur correspondent dépendent de la loi que suit la va- 
riation de la force , et l’intégrale qui en exprime la somme 
est la quantité de travail relative au déplacement du point 
d’application de cette force. 

Si l’on désigne par travail moteur celui qui se rap- 
porte aux forces mouvantes , et par travail résistant celui 
qui se rapporte aux forces résistances, l’équation (2) ex- 
prime que, quand le système passe d’une position à une 
autre, l’accroissement de la demi-somme des forces vives 
est égal à l’excès du travail moteur sur le travail résis- 
tant. 
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72. Si l’on considère la machine à partir de riiistani 
où elle était en repos, on a t'o = o, et 1 équation (a) de- 
vient 

^ zwe’ = flPdj) — J'iQdq ; 

le second membre est donc toujours positif, et par consé- 
quent le travail moteur surpasse toujours le travail résis- 
tant. Ils seront égaux lorsque la machine reviendra au 
repos. Si le mouvement de la machine devient uniforme, 
ce qui est ordinairement le plus avantageux, et qu’on ne 
le considère qu' après que l'uniformité est établie, le pre- 
mier membre de l’équation (a) est nul , et par conséquent 
le'second l’est aussi : d’où l’on conclut que, dans un inter- 
valle de temps quelconque, le travail moteur est égal au 
travail résistant. Mais, comme ce dernier se compose du 
travail que l’on avait en vue de produire et qu’on nomme 
le travail utile, plus le travail correspondant aux frotte- 
ments, aux résistances des milieux, à la communication 
du mouvement aux corps environnants , etc., il en résulte 
que dans toute machine on est obligé de dépenser plus de 
travail que l’on n’eu produit. La meilleure n’est queeclle 
où l’on en perd le moins, et l’avantage des machines en 
mouvement n’est que de transformer le travail, mais non 
de l’augmenter. 

Lorsque les vitesses sont devenues constantes, il doit y 
avoir équilibre entre toutes les forces, et en effet l’équa- 
tion 

J'LPdp-J-L<idq=0 

c’onduit à 

’S.Vdp — "L(^dq = o , 

équation qui sera satisfaite si le système, quel qu’il soit, 
est en équilibre ; et qui en est la condition suffisante, s’il 
est à liaison complète. 

73. Lorsqu’on veut évaluer le travail correspondant 
au frottement d’uii corps en mouvement, et que le con- 
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tact n’a pas lieu eu un point constant de ce corps, il ne faut 
pas regarder la force de frottement comme appliquée au 
point où le contact s’opère , et prendre la distance de deux 
points de contact consécutifs comme l’espace parcouru par 
le point d’application de la force. Il faut, pour l’applica- 
tion du principe des forces vives, que les forces soient 
appliquées aux mêmes points matériels pendant ce temps 
très-court relatif aux déplacements dx, dj, dz. Or, la 
force de frottement étant tangente au corps, peut être con- 
sidérée comme appliquée au môme point de ce corps, pen- 
dant un temps très-court, en négligeant une distance infi- 
niment petite du second ordre. On devra donc prendt;e, 
dans l’évaluation du travail élémentaire dû à un frotte- 
ment, le produit de la force de frottement par la projec- 
tion du déplacement , dans l’espace, du point du corps qui 
était au contact à l’instant que l’on considère. 

74. S’il y a des chocs entre certaines parties de la ma- 
chine, que nous supposerons que l’on puisse regarder 
comme sensiblement dénuées d’élasticité, il y aura instan- 
tanément une perte de force vive, représentée par la 
somme des forces vives dues aux vitesses perdues par tous 
les points du système. Si l’on représente par « cette vitesse 
pour la masse quelconque m, les intégrales du second 
membre de l’équation ( 2 ) 'n’ayant pas varié sensiblement 
pendant la durée du choc, on aura, en désignant par la 
vitesse de la masse m après le choc, 

■J Imv ’ — Y J -H T = flVdjj — J'iQtifj ; 

de sorte que, pour maintenir les vitesses t'a des valettrs 
déterminées, on sera obligé de dépenser une quantité de 
travail plus grande de-jSmu’ : il est donc utile d’éviter les 
chocs autant que possible. 

75. Lorsque le mouvement de la machine n’est pas 
uniforme, il est périodique; et si les intégrales qui entrent 
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dans l’équation (a) se rapportent à nu nombre entier de 
périodes, on a i'=f'o, et par conséquent le travail moteur 
est égal au travail résistant, comme si le mouvement était 
uniforme. Mais il ne suffit pas d’obtenir une même quan- 
tité de travail, il est presque toujours très-important que 
ce travail soit produit uniformément. 11 est presque im- 
possible de parvenir à une uniformité rigoureuse, mais on 
peut rendre à peu près insensibles les cliangenients de 
vitesse pendant le cours d’une période. Le moj'en qu’on 
emploie le plus ordinairement consiste à introduire dans 
le système une masse assez considérable, à laquelle on 
donne le nomdc vo/«nr, et dont l’ellét est de diminuer 
les variations de vitesse correspondantes à une variation 
dans la dilférence entre le travail moteur et le travail* 
résistant. Pour que le volume charge moins les supports, 
il est utile de lui donner la moindre masse possible, et 
pour cela on lui donne la forme d’une roue dont la niasse 
est presque tout entière à la circonférence. Si l'on ilé- 
signe par w sa vitesse angulaire, et par p le produit de 
sa masse par le carré de son rayon, la somme des forces 
vives de ses points sera sensiblement p.w’;*ct il serait très- 
facile d’en exprimer la valeur exacte , de quelque manière 
que soit répartie la niasse du volant. Soit la somme 
des forces vives de toutes les autres parties de la machine, 
et désignons par o/ et Co les valeurs de to et e à une même 
époque. L’équation (a) pourra se mettre sous la forme 

T ï"» — "J ) -t- “ — «") = / ■ 

Prenons pour les deux limites des époques telles qu’il y 
ait le plus de diffiérence possible entre fLVdp et J 
il est facile de voir que ce sont celles où les forces se- 
raient en équilibre sur la machine ; car h eos deux épo- 
ques les éléments de l’intégrale qui fonne h: second mem- 
2“ année. q 
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l>ri- c'iiaiigcnl d(! signe. I.e pirinier luenihrc .swa alors 1<; 
plus grand possilile, et les vitesses auront la plus grande 
dillërence dont elles soient suseeptibles. Or, plus u sera 
grand , moins il faudra que w et w' soient diirérents pour 
que le premier membre devienne égal au second , et l’on 
peut, dans eba<pie cas, déterminer le volant de manière 
ijue les cbang<‘ments de vite.sse soient compris dans des 
limites suffisamment petites. 

Principe de la moindre action. 

7Ü. Ce principe n'a lieu ({ue daus les systèmes pour 
lesquels l’équation de forces vives subsiste. Il consiste en ce 
que si , pour chaque, point du système, on intègre cntj'o 
deux époques arbitraires le produit de sa cpiantité de 
mouvement par l’élément de la courbe qu'il décrit, la 
somme de toutes ces intégrales est un minimum; c’est-à- 
dire (ju’clle est moindre que si , par de nouvelles liai- 
sons, on assujettissait ces points à suivre de nouvelles 
courbes, entre les deux mêmes positions extrêmes que' 
l’on considère , et sous l’influence des mêmes foretîs. 

Pour le démontrer, il faut faire voir que la variation 
de cette somme est nulle quand on fait varier infiniment 
peu les points de ces courbes i;n leur laissant les mêmes 
extrémités ; car il est évident , par la nature de cette 
somme, qu’en général elle ne peut avoir une valeur maxi- 
mum, et que, par conséquent, eu exceptant des cas très- 
particuliers, elle aura une valeur minimum. 

Or, on a 

SJ Imi'ds = J JmS[vd.i) = J 'Lm[Sv.(h -+- vS<U), 

Pour calculer la première partie, remplaçons par rdt, 
dt se rapportant an monvement qui a réellement Heu ; 
nous aurons 

Sx' .(Is — l’ ô vtU — 1 dt S . v'. 
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XmSi’.t/s = \ dt Xmo .v'. 

Mais on a, en désignant par C une quantité constante, 

i = <f{x. Y, Z, x',. . .) 4- C, 

et la forme du second membre sera la même pour tous les 
mouvements que l’on considère, puisque les forces restent 
les mêmes. Si donc on prend la variation des deux mem- 
bres, on aura 

jlmS .V- — ox Sy etc. . . = ï(X^x Zfy -H ZSz) ; 

et, d’après l’équation générale du mouvement, cette der- 
nière expression est égale à 



/rf’x , dW d'z . 

I — — Sx 4- -- — Sy 4 Sz 

\dt df'-’ dt^ 



On aura donc 



Imov 



(d'‘x „ d‘‘y d’’z . \ , 

,ds = Xm\ - — • ax 4 — Sy 4- Sz ) dt. 

\dt^ de^ ^ dr J 



Pour calculer la seconde partie, nous observerons que 
l’équation 

= dx^ 4- rfr’ 4- dz- 

donne 



». dx . , dy . , dz . , 

Sds = ~ Sdx — SdY 4- T Sdz ; 

d.t du ' ds 



et par suite 



. dx dy .. dz 

vSds = — dSx 4 — dSy 4 — ~ dSz. 



dt 



dt 



Donc 



ImvSds Zm dSx 4; ~ dSy 4- ^ dS^ ; 
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ot , »;n réunissant les deux parties de la variation de 
il vient 

olmvds — Zmtii—- üx 4- — or 4- — 5z|- 

\rU dt ‘Il / 

Si maintenant on intègre les deux membres, on aura 

» /. . (dx . dr , dz .\ 

O f tm vds -- ï /« ( — 4 — 0 )■ 4- T 0 * 1 -I- C ; 

\dt dt dt j 

mais , aux deux limites de l’intégrale , les variations 
ôx, ây, dz sont nulles, puisque les extrémités des courbes 
décrites restent les mêmes ; donc le second membre est 
nul , et l’on a 

Sl'tmvtls ~ O, 

comme il fallait le démontrer. 

D’où l’on eonclut que l’intégrale 

fini vds, nu flmv''dt 

est un minimum dans le mouvement du .système. 

77. Si les points ne sont soumis à l’action d’aucune 
force, on a 

Imv' = X, 

A' étant constant. 

Donc 

flniv-dt =: At 4- C, = X — t,)> 

t et/, étant les valeurs du temps aux deux limites; et, 
comme l’intégrale est un minimum, il s’ensuit qu’il en 
est de même de t — /, , et que , par conséquent, le sys- 
tème passe d’une position à une autre dans moins de 
temps que si l'on introdui.sait de nouvelles liaisons quel- 
conques. 

Si l’on considère un point matériel assujetti à rester 
sur une surface fixe , sans être soumis à l’action d’aucune 
force, sa vitesse est conslanle: cl le temps qu’il met à pas- 
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ser d’un point :i un autre étant minimum, il s’ensuit que 
la longueur de la ligne parcourue est aussi minimum, 
comme nous l’avions di^à démontré, d'une autre manière. 

Des moments d'inertie. 

78. La détermination du mouvement d’un corps so- 
lide exige la considération de certaines intégrales défi- 
nies prises dans toute l’étendue de ce corps , et dont il est 
nécessaire d’étudier d’avance les propriétés. 

Mais d’abord il faut remarquer que les corps étaut 
composés de molécules séparées les unes des autres par 
des intervalles extrêmement petits, il n’y a pas rigou- 
reusement continuité dans la matière qui les forme. 
Néanmoins , tant qu’on ne considère que l’action des 
forces extérieures , il n’y a aucun inconvénient à conce- 
voir la matière répartie dans la totalité du volume occupé 
parmi corps, de telle sorte que, dans toute partie très- 
petite de ce volume, et pouvant renfermer toutefois un 
grand nombre de molécules, il y ait la même quantité 
de masse qu’auparavant. Cette supposition donnera de la 
facilité au calcul, et les forces extérieures ne variant pas 
sensiblement d’une molécule à la plus voisine, il u’cu 
résultera aucune dill'érence appréciable dans les actions 
exercées sur les dilférentes parties du corps. 

79. Ou appelle moment d'inertie d’un corps par lap- 
port à une droite, la somme des produits des masses de 
tous ses éléments par le carré de leur distance à celte 
droite. Si on la prend pour axe des z , le moment d’inertie 
a pour expression 

ï (.r' -1- J'’) dm , 

dm étaut la masse de l’élément dont les coordonnées sont 
.r, r, 3, et l’intégrale s’étendant à toute la masse. De 
même, les moments d'inertie par rapport aux axes des r et 
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(les X oui pour expressions 

ï(jr- + 3’) liiii , ï( 2 ’) dm. 

4 » 

80. ConiiaissaiU le monienl d’inertie d’un corps par 
rapport à une droite, il est facile de l'avoir par rapport à 
toute autre droite paralh'de. 

En ed'et, prenons la preini(';re pour axe des s, et faisons 
passer le plan des z , x pai' la seconde. 

Soient « la distance des deux droites, M la masse du 
corps, et d(îsignons par MA* son moment d’inertie par 
rapport à l’axe des s. Celui qui se rapporte à la parallèle 
aura pour expression 

2[(.r — fty-\-r-]dm = -h y^)diu — '.'.a 'S. ,vdm + 

OU, en dc-signant para', rabscisse du centre de gravité, 

-+■ d‘) — snMr,. 

81. Si le centre de gravité se trouvait sur l’axe des z, 
on aurait ,r, = o, et l’exprttssion précédente se réduirait à 

M (A= + fd) ; 

on voit qu'elle ne di'pend pas de la position absolue de la 
seconde droite, mais seulement de la distance à la pre- 
mière j de sorte (pie le moment d’inertie d'un corps est le 
m(-me par rapport à toutes les génératrices d'un cylindre 
droit quelconque h base circulaire, dont l’axe passe par 
le rentre de gravité de ce (;orps. Il s'ensuit que si l’on con- 
sidère les moments d’inertie par rapport à deux paral- 
lèles quebmnques, leur dilféreiice est égale à la masse du 
corps, multipliée par la dilfércnce des carrés de leurs 
distances respectives au centre de gravité de ce corps. 

On en conclut encore que de toutes les droites paral- 
lèles à une direction donnée , celle par rapport à laquelle 
le momt'nt d’inertie d’un corps est le jiliis petit, est celle 
qui passe [)ar le centre de gravité. 
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8 ïi. (liiei'clu)us inaiiilt;iiuut l'expression du inimieni 
d inei tio d’un corps par rapport à une droite (pudeoucpu; 
ASinenée par l’origine et laisanl les angles a, S, y avec 
les axes de coordonnées. Ou en déduira l'aciKunent le mo- 
ihent d’inertie par rapport à une j)arallcle à cette droite, 
c’est-à-dire par rapport à une droite ({uelconque de l’es- 
pace. 

Soient .r, j , z ( fig. 7 ) les coordonnées du point du 
corps, et dm la inas.sqde l’élément dont ee point fait par- 
tie. Abaissant MP pcrpendiculairi! sur A.S, on aura 



ou 



Mp'= AM - Âï'^= jt’ -t- -i- 3' 

— (a- cos a -h y cos" î cos •/)•', 



MP ~ jc‘ sin-'a -f- .v’ sin’C -t- z’ siti- 7 — •>.j z cos fi cosy 
— 2arz cos* cosy — 2jo cos a cos 6 . 



Si l’on désigne par u. le laoinent d’inertie du corps pai- ra^»- 

- I 

port à AS, ou 2.MP<//n, on aura , en posant 

Ix-r/in = Il , If -ilm = b , ï.z’ilm ' <■ , 

'i.yzilm = d, ’i.xzdm = e , ’^jdm J, 

y. — a siiPa ■+■ b sin’fi -(- csin'y 
— -mI cos fi cos 7 — 7.1: cos a cos 7 — 2 y’cos a cos 6 . 

Il, b, c, d, e, y seront des conslaules détcrniiniies par la 
nature du système donné, et sa position par rapport aux 
axes. Si maintenant on porte sur AS une lottgueur 

AiN et qu’on fasse la même construction pour 

Vu 

toutes les directions (jue peut prendre AS autour du point 
A, le lieu des points jN sc'ra une surface entièrement 
fermée, pui.sque Aî\ a toujours une \alcnr récdle et (inie. 
l*our en a\oir l’écpialion, on désignera pai' X, ), z les 
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cooi'tlotiuûes do M , cl l’on aura 

cos X = a: V fi , cos S =jr , cos 7=1 \/fi , 

' = x’ -H _r’ -H 3 -. 

H- 

L’dqualion précédente (jui donne la valeur de u devient , 
en éliminant ac, £, y, a au moyen de ces dernières , 

(i) (i -f-c)x“+(ii + c) (rt 4-è) a’ — ad/a — acxa — 2/x/= i . 

Le lieu est donc une surface du second degré dont l’ori- 
gine est le centre, et c’est un ellipsoïde, puisque aucun 
rayon ne peut être infini. M. Poinsot le désign? sous le 
nom A' ellipsoïde central. 

J.a forme et la position de cet ellipsoïde ne dépendent en 
rien du choix des axes de coordonnées; mais son équa- 
tion serait plus simple si l’on avait pris ces derniers dans 
la direction des axes de l’ellipsoïde, qui forment un sys- 
tème unique, lorsque les grandeurs *de ces axes sont iné- 
gales, comme cela a lieu en général. 

Admettons donc que l’on ait choisi ce système de coor- 
données, les constantes désignées par «, i, ç, < 7 ,e,y 
prendront des valeurs dépendantes de ce choix, et telles 
([ue les rectangles des variables ne se trouvent pas dans 
l’équation de l'ellipsoïde , et l’on aura par conséquent 

<1=0, e = O, f = O, 

ou 

1 yz<Im = O, Ixaliii = o, Ixj'dm = o. 

Donc il existe toujours un système d’axes tels que ces 
trois intégrales soient iiullcs , quelle que soit la forme du 
corps, et lors même que l’on supposerait un nombre 
quelconque de corps séparés les uns des autres. Ce sys- 
tème, étant celui des axes de l’ellipsoïde, sera unique si 
ces axes sont inégaux. Si deux d’entre eux sont égaux, 
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l’axe pei'pciidiciilaire sera invariable, mais les deux autres 
seront deux droites rectangulaires quelconques situées 
dans le plan des deux axes égaux. Knlin, si les trois axes 
sont égaux, tout système d’axes rectangulaires passant 
par le même point jouit de la même propriété. On a donné 
•à ces directions particulières le nom d'axes priitcipaux 
d’inertie du corps. 

Si nous désignons par A, B, C les moments d’inertie 
du corps par rapport <à ses axes principaux, ou, en d’au- 
tres termes, ses moments d'inertie principaux , nous au- 
rons 

è-f-c=rA, a-f-c = B, a-)-è=:C, 



et l’équation (i) de l’ellipsoïde central devient 
Aa:’ -1- R/ ’ -)- Cs’ = i . 

83. Le moment d’inertie p. par rapport à un axe 
quelconque passant par l’origine, et faisant les angles 
a, S, y avec les axes principaux, s’obtiendra en obser- 
vant que le rayon correspondant de l’ellipsoïde étant 

égal à -Lî on aura pour expression des coordonnées ar, 

v'f 

jr, Z de son extrémité ; 



X 






cos 6 

vV 



cos 7 




et, en substituant dans l’équation de l’ellipsoïde, on ob- 
tient 

A cos’a -f- B cos’ 6 -f- C cos'7. 



Le second membre est évidemment plus grand que la plus 
petite des trois quantités A, B, C et plus petit que la 
plus grande. On en conclut que le plus jietit et le plus 
grand des moments principaux sont aussi le plus petit et 
le plus grand des moments relatifs h toutes les droites 
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passant pai‘ le même point ; comme d’ailleurs on le déduit 
immédiatement de la comparaison géométriqu<’ des rayons 
de rdlipsoïde avec ses axes. 

Si l’on a A = 11, il en résulte 

P = A (cos’a + ros^S) + C ros’7, 
ou 

■ 11 =: A + (c — A) cos' y ; 

d’où l’on voit que les moments d’inertie seront les mêmes 
pour toutes les droites passant toujours par le même 
point, et faisant des angles égaux avec l’axe inégal. C’est 
ce qu’on aperçoit immédiatement au moyen de l’ellip- 
soïde central qui est alors de révolution autour de l’axe 
des Z. 

8i. Si l’on avait seulement 

’Lxzdm = ü , lyzrlm ~ o , 

l’équation de l’ellipsoïde renfermerait le rectangle .t^ , 
et aucun des deux autres. L’axe des z serait doue un de 
scs axes principaux, et par suite un des axes principaux 
d’inertie relatifs à l’origine des coordontiées. 

8îi. Cherchons maintenant s’il existe des points tels 
que les trois moments princijtaux d’inertie qui s’y rap- 
portent, et par suite tous les autres, soient égaux. L’elli[>- 
soïde central relatif à ce point se réduira à une sphère, et 
toutes les droites passant par ce point seront des axes prin- 
cipaux. Supposons, pour plus de simplicité, que l’on ait 
pris pour axes de coordonnées les axes piincipaux rela- 
tifs au centre de gravité du corps, et désignons par x\y\ z' 
les coordonnées du point cherché. .Si par ce point ou con- 
çoit des parallèles aux trois axes des x, y, z , ces droites 
devront être des axes principaux relativement à ce point, 
et par conséquent on devra avoir 

— X'] {z — z')dm = 0 , S (z — ^'){x — x')dm = o , 

X (./; — x' ) ( y— y') dm = o ; 
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oi' on a , par hypothèse , 

:^yzrfm = o, Sxït//« = o, XTydm = o, 

1 xdm = O , ï y dm =: o , S z dm = o. 

Les équations précédentes deviennent doue , eu désij'nant 
par -M la masse totale du .système, 

* , My'z'=o, Mj:'z'=o, M.r'y'=o; 

ce qui exige que deux des trois quantités x', y', z' soient 
milles. Soient x' = o, y‘=o; lès moments relatifs aux 
* nouveaux axes seront 

A Mz'% B + Mz'% C. 

Il ne reste plus qu’à exprimer c{ue ces trois valeurs sont 
égales; ce qtii exige (pie l’on ait 

A = B, A-t-M2'’=C. 

Ainsi , deux des moments principaux relatifs au centre de 
gravité doivent être égaux, et les points cherchés, s’il y 
en a, seront nécessairement situés sur l’axe correspon- 
dant au troisième moment. Mais , pour que z' soit ré<d , 
il faudra que l’on ait C>A; ainsi, on a cette dernière 
condition, que ce troisième moment soit le plus grand. 
Quand toutes ces conditions seront remplies, on aura 
deux points qui satisferont à la (juestion; ils seront situés 
sur l’axe du plus grand moment, de part et d’autre du 
centre de gravité, et à une distance de ce point égale à 




m. Les axes principaux d’inertie relatifs au centre 
de gravité d'uii corps jouissent de la propriété remar- 
quable d’être des axes principaux relativement à un (|uel- 
comjue de leurs points , et d’avoir pour conjugués des axes 
parallèles à ceux (pii se rapportent au ('entre de gravité. 
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En eircl, considérons l’un rjuclcoinjuc des trois, par 
exemple l'asc des et transportons l’origine en un quel- 
contjue de scs points, dont le z soit /t, il sutRra de poser 

I = ï' 4- A . 



Or on a , par hypothèse , 

tyz dm — O, -O.Z dm = o, y.xy dm = o ; 
d’ailleurs 

trzdm — 'iyz' dm + hlydm = 'S.yz' d/ii; 

donc 



et, denicnie, 



y z' dm = o , 
S xz' dm — o . 



Donc les parallèles aux trois axes principaux relatifs au 
centre de gravité, menées par un point quelconque de 
l’un d’eux, sont des axes principaux relativement à ce 
point. 

87 . Moment d'inenie d'un parallèlipipède rectangle. 
— Si, par le centre de ce parallèlipipède, supposé ho- 
mogène, on mène trois parallèles à ses arêtes, on aura les 
axes principaux relatifs au centre de gravité. Désignons 
par rt , /^ , c les longueurs des arêtes , et par M la masse 
du parallèlipipède; les moments d’inertie par rapport aux 
axes qui leur sont respectivement parallèles seront 




Le moment d’inertie par rapport à une droite faisant les 
angles a, 6, y avec les arêtes a, i, c et située à une dis- 
tance d du centre du parallèlipipède, serait donc . 

~ l(è’-t-c’)cos’a -f-(rt’-f-c’)cos’6 -H (rt- 4- i’)cos-7]4- Md'. 

.Si l’on considère successivement les trois arêtes du paral- 
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lélipipède, les moments d’inertie seront 





88. Moment d’inertie d’un ellipsoïde. — Il suffit de 
connaître ceux qui se rapportent aux trois axes principaux 
d’inertie passant par le centre de gravité, et qui seront les 
axes mêmes de rellipsoïde que nous supposons homogène. 
Soit son équation 




et cherchons le moment d’inertie par rapport à l’axe 
des Z. La partie du volume qui se projette suivant le 
rectangle dxdy est 



2c dx dr 



\/-| 






et, par conséquent , si l’on désigne par D la densité de la 
substance, le moment d’inertie du corps sera 




que l’on peut décomposer ainsi: 

Considérons d’abord la première partie et commençons 
par intégrer, par rapport à j-, entre les limites 
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prise entre ces limites, n’est autre chose que l’aire du 
dcmi-cercle qui a pour rayon 



sa valeur est donc 



Tri’ / 



et il faut intégrer maintenant, par rapport à x, l’ex- 
pression ' 

TricDx’ ^ rlx, 

depuis X— — a jusqu’à x = -\- a ^ ce qui donne 

4 , M n’ 

—= T! bca^ D , ou — ir- » 
i5 5 

en désignant par M la masse de l’ellipsoïde. 

La seconde expression qu'il faut maintenant intégrer, 
ne dilférant de la première que par le changement réci- 
proque de X en J' et de a en i , conduira à ; de sorte 
que le moment d’inertie par rapport à l’axe des z sera 



M 



\ 5 !' 



et l’on trouverait, pour les deux autres axes. 



M 



(- 



M 



(' 



Dans le cas où a = ^» = c, on a le moment d’inertie d’une 
sphère par rapport à l’un quelconque de scs diamètres ; 
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son expression est 

s.M a} 

~5~ 

89. Si l’on l’ail croître le rayon a de celle sphère de 
la quantité infiniment petite (la , son moment d’inertie 
croîtra de | 7tT)(ï‘<7a, qui exprimera le moment d’inertie 
d’nne couche sphérique de rayon a ayant pour épais- 
seur tla , et pour densité D. 

Si maintenant on suppose que D soit une fonction 
donnée de a et qu’on intègre cette exj)ressiou entre deux 
valeurs R, II', on aura le moment d’inertie d’une sphère 
creuse non homogène, dont la densité ne dépendra que de 
la distance au centre. 

5)0. Moinenl. d'inerlic d’un solide de révolution. — 
Considérons encore le solide homogène engendré par une 
aire plane tournant autour d’une droite située dans son 
plan , et que nous prendrons pour axe des y. Soient 
F(j'), <^{y') les expressions des abscisses des deux courbes 
qui terminent l'aire, et D la densité de la substance ; le 
moment d’inertie de la tranche comprise entre deux 
plans perpendiculaires à l’axe , et correspondants aux 
ordonnées JP et y dy, sera •xtiVldy J dx , en prenant 
celte intégrale entre les limites <f{y)^ i ce qui 

donne 

[F(r)‘ - ?(r)*]- 

11 ne restera plus qu’à intégrer cette expression par rap- 
port à y entre les limites de l’aire génératrice. 

Si, par exemple, on a 

?(j') = O, V{xy=(i^—jr\ 
le solide devient une .sphère; et le moment d’inertie aura 
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pour expression 




comme nous l’avions déjà trouvé. 



“T5~’ 



MOUVEMENT d’uM CORPS SOLIDE AUTOUR d’uN AXE FIXE. 



91 . Considérons un corps solide dont la forme et la 
densité en cliarun de ses points sont données, et qui est 
lié invariablement avec un axe fixe, autour duquel il 
peut tourner librement. Tous ses points, ou seulement 
un nombre fini d'entre eux, sont sollicités par des forces 
données , et il s’agit de déterminer le mouvement de ce 
corps, soit que l’on donne les vitesses initiales de ses 
points, soit que l’on connaisse seulement les forces in- 
stantanées qui les ont produites. 

Si les forces données ne sont pas comprises dans des 
plans perpendiculaires à l’axe de rotation, on peut tou- 
jours les décomposer en deux, dont 1 une soit parallèle a 
cet axe, et l’autre dans un plan perpendiculaire; la pre- 
mière sera détruite par la résistance de l’axe, et l’on 
peut en faire abstraction dans la recberebe du mouve- 
ment. Nous supposerons donc que toutes les forces don- 
nées agissent dans des plans perpendiculaires à l’axe 
fixe. 

D’après le principe de d’Alembert, on doit exprimer 
qu’il y a équilibre entre les forces données et le système 
des forces égales et directement opposées à celles qui 
donneraient à chaque point , supposé libre, le mouvement 
qu’il a réellement. Ces dernières seraient 



d'‘x 

IF 



dm , 




d’z 



dm , 



pour l'élément dont la masse 



est 



fhn et les coordonnées 
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,r, y, Z ; mais il vaudra mieux, dans le cas aciuel , consi- 
dérer les deux composantes tangente et normale ; la pre- 
mière est celle qui donne raccroisscmcnt de vitesse, la 
seconde est la force centripète et se trouve détruite par 
la résistance de l’îixe , puisque cliaquc point décrit un arc 
de cercle dont le centre est sur cet axe. On peut donc se 
borner à considérer la première de ces forces, qui est tan- 
gente à l’arc décrit , et représentée pai' ^ dm , en dési- 
gnant par e la vitesse et par dm la masse de ce point. Si 
l’on désigne par r la distance de ce point à l’axe, et par 0 
l’angle formé par deux plans passant par l’axe , dont l’iin 
soit fixe et l’autre mobile avec le corps, on aura 

r/0 . /h (m 

V ■= r — \ et par suite — = /• — • 
dt' ' dt dt^ 

La vitesse sera alors considérée comme positive lorsque 
l’angle 9 croîtra , et la force sera positive quand elle ten- 
dra à faire croître cet angle. Or la condition d’équilibre 
d’un corps solide autour d’un axe fixe consiste eu ce que 
la somme algébrique des moments des forces par rapport 
à cet axe soit nulle, en considérant comme positifs les 
moments des couples cjui tendraient , par exemple , à 
augmenter l’angle 0, et comme négatifs ceux qui ten- 
draient à le diminuer. 

Si donc on désigne par P l’une quelconque des forces 
données , et par p sa distance à l’axe , l’équilibre entre 

les forces P et les forces — conduira à l’équation 
suivante ; 

d^Q , 

XVp — 1r‘ - - dm = O, 

les sommes se rapportant à tous les points du corps. 

Dans le dernier terme de cette équation , le facteur 
années i o 
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peut sortir en dehors du signe £, et ce terme devient 

f/’ 0 

— "Lr^dm. Désignons par MA’ le moment d’inertie qui sc 

rapporte à une parallèle à l’axe, menée par le centre de 
gravité, M étant la masse du corps; et soit / la distance 
de ce centre à l’axe, on aura 



Sr V//n = M(A’ -h /’), 
et l’équation précédente deviendra 



(■) 



_ 2P/J 



Eu général , les moments des forces données varieront 
avec la position du corps ; si ces forces ne dépendent pas 
du temps, leurs moments seront des fonctions connues 
de 0, et , en intégrant l’équation (i), on aura ô en fonc- 
tion de t et de deux constantes arbitraires. Ces constan- 
tes seront déterminées , et par suite aussi le mouvement 
de tous les points du corps, si l’on connaît les valeurs de 



0 et ^ relatives à t=o, c’est-à-dire la position et la vi- 
tesse angulaire du corps au commencement du mouve- 
ment. 

Pour effectuer l’intégration de l’équation (i), repré- 
sentons son second membre par ip (0), elle devient 




multipliant les deux membres par 2 t/ 0 , et intégrant à 
partir de la valeur initiale 0o de 0, on aura 

( 2 ) 

étant la valeur initiale de la vitesse angulaire; on tirera 
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Si l’on peut effectuer cette quadrature, on aura t en 
fonction de 0 ; et la constante qui s’introduira sera dé- 
terminée en exprimant qu’on a à la fois 

f =r o, S = e„ 

Si les forces données sont telles que l’équation des forces 
vives ait lieu, elle conduira immédiatementà l’équation ( 2 ), 
parce que la vitesse d’un point situé à la distance r de 

l’axe étant r ^ , la somme Smi'* aura pour expression 

2/nr’— , ou 2mr’. 
dt' dO 

Exprimant ensuite le second membre de l’équation des 
forces vives en fonction de la seule variable 0, ce qui sera 

toujours possible , on connaîtra en fonction de 0, 

et l’on trouvera ainsi l’équation ( 2 ). 

92. Considérons en particulier le cas d’un corps pe- 
sant qui peut se mouvoir autour d’un axe horizontal, que 
nous prendrons pour axe des_j, l’axe des z étant en sens 
contraire de la pesanteur. ÎNous considérerons l’angle 0 
comme formé par le plan qui passe par l’axe fixe et le 
centre de gravité du corps avec le plan vertical YZ; et 
nous supposerons que cet angle croisse en allant de l’axe, 
des Z positifs vers l’axe des or positifs , c’est-à-dire dans 
le sens que nous sommes convenus de choisir pour celui 
du mouvement direct. Le moment relatif à l’élément dm 
sera gxdm, car il tend à augmenter l’angle 0 quand x 
est positif, et à le diminuer quand x est négatif; l’équa- 

10 . 
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lion (i) deviendra donc 

d ’ 0 gtxdm 

~dt^~m{T-‘+ /*)’ 



ou, eu désignant par .r, l’abscisse du centre de gravité 
du corps, 

i^»Q_ gx, 

tir~ k' -I- /»’ 



Or ou a X, = /sin0; et par suite 



(3) 



lit-' 



S' 



k^-k-i 



- sin 6. 



Celte équation est de même forme que celle <jui déter- 
minerait le mouvement d’un point matériel autour de 
l’origine, dans le plan XZ. Si l’on désigne par R la 
distance de ce point mobile à l’origiiic, ou la longueur 
de ce pendule simple , on obtient pour l’équation de son 
mouvement, 



f/’6 

lit' 




Celte équation se déduirait de la précédente en suppo- 
sant toute la masse réunie en un même point situé à une 
distance R de l’axe. Elle coïncidera avec la précédente si 
l’on pose 





si donc on suppose que pour t=o les valeurs de 6 et de 

— soient les mêmes de part et d’autre, c’est-à-dire si le 
dt 

plan qui passe par le centre de gravité du corps et l’axe 
fixe fait d’abofd le même angle avec la verticale , et a la 
même vitesse initiale que ce pendule simple, leur^mouve- 
ment sera constamment le même. Le mouvement d’un 
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corps solide pesant autour d’uii axe fixe étant ainsi ramené 
à celui du pendule, nous nous bornerons à renvoyer à 
la discussion que nous avons faite de ce dernier. 

93. Faisons à ce cas particulier l’application que nous 
venons d’indiquer généralement du principe des forces 
vives. On a alors X = o, Y = o , Z = — gfim, pour les 
composantes de la force appliquée à un élément quel- 
conque dm ic la masse; l’équation des forces vives de- 
vient donc 



3 

2/«r’= — = — ’ 2 glzdm -H- C, 

C désignant une constante arbitraire. Mais, en repré- 
sentant par le z du centre de gravité du corps, on a 

Izdin = Ma, = M/ cos 0. 




Si l’on détermine la constante par la condition que les 
valeurs initiales de 0 et de — soient 6» et os , l’écjuation 
précédente deviendra , en faisant, comme précédemment, 



= M (P -f- P ) , 




JüL 

P+P 



(cosO — cos6„) -+- w’, 



ce qui n’est autre chose que l’intégrale première de l’équa- 
tion (3). Le calcul s’achèverait comme dans la théorie du 
pendule. 

Si l’axe fixe était incliné .à l’horizon , une simple dé- 
composition de la pesanteur ramènerait au cas que nous 
venons de considérer, où l’axe est perpendiculaire à la di- 
rection des forces. 

94. L'n corps solide qui oscille autour d’un axe hori- 
zontal se nomme un pendu/e composé; ce que l’on appelle 
sa longueur, c’est celle du pendule simple dont le mouve- 
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ment est le même. Ainsi la longueur du pendule composé 

que nous avons considéré est y EUe ne serait pas 

changée si l’on donnait au corps une autre position quel- 
conque, en le faisant tourner autour de la parallèle à 
l’axe, menée par le centre de gravité; car l et k reste- 
' raient les mêmes. 

On nomme centre d'oscillation d’un pendule composé 
tout point faisant partie de ce corps, ou lié invariable- 
ment à ce corps , dont le mouvement est le môme que 
s’il était isolé, et obligé de se mouvoir autour du môme 
axe par l’action de la pesanteur. D’après cela, tous les 
points de la droite menée parallèlement à l’axe, <à la dis- 

tance y’ située dans le plan qui passe par l’axe et 

le centre de gravité du corps, seront des centres d’oscilla- 
tion : ils sont situés au-dessous du centre de gravité, 

/■J 

d’une quantité égale à y Quelques auteurs appellent plus 

particulièrement centre d'oscillation celui de ces points 
qui est situé sur la verticale qui passe par le centre.de 
gravité. 

Les distances du centre de gravité à l’axe et à la ligne 
des centres d’oscillation , donnant pour produit A®, il s’en- 
suit que si l’on prenait cette dernière pour axe fixe, la 
première deviendrait la ligne des centres d’oscillation. 
La longueur du pendule serait donc la même qii’aupara- 
vant , et son mouvement serait identique. Il en serait 
encore de même si l’on prenait pour axe de suspension 
toute autre droite parallèle située à la même distance du 
centre de gravité, puisque / et A* ne changeraient pas. 

En général, le mouvement sera le même autour de 
tous les axes qui donneront la même longueur au pen- 
dule. Si l’on désigne par / la distance d’un axe quel- 
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coiHjue au ceuire de gravité, j')ar les angles que 

sa direction fait avec les axes principaux relatifs à ce 
point, et par A, B, C les inoinents d’inertie par rapport 
à CCS axes , on aura 

MX’ z= A cos’a 4- B cos’€ + G cos’7, 

X’ 

et la longueur / + — du pendule sera 

A cos’a 4 - B cos’6 4 - C cos’y 

m7 

Or, cette longueur peut rester la même pour une inli- 
nité de droites dilférentes, puisque a, 6, y, / sont indé- 
terminés. 

95. Si 1 'on cherche les valeurs que doivent avoir ces 
indéterminées, pour que l’expression précédente soit mi- 
nimum, on saura- autour de quel axe il faut que le mou- 
vement ait lieu pour que l’oscillation se fasse dans le 
moindre temps possible. 

Or, parmi tous les axes pour lesquels fc’ serait con- 
stant , celui qui donne le minimum pour la longueur 
X’ 

/ -1- -y correspond à / = et la longueur du pendule est 

alors égale à 2 /:. Elle sera donc la plus petite possible 
lorsque k aura sa plus petite valeur. Ainsi, l’oscillation 
sera la plus courte lorsque l’axe de suspension sera 
parallèle à l’axe du plus petit moment d’inertie relatif au 
centre de gravité; et sa distance à cet axe est égale à la 
racine carrée du rapport de ce moment d’inertie à la 
masse du corps. 

Moitvemenl d'un coq>s autour d'un axe, produit par 
une force instantanée. 

96. Nous avons déterminé le mouvement d’un corps 
autour d’un axe, en supposant que sa position initiale 
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, soit coiiiuic, ainsi (juu sa vilcsst; angulairi: initiale. .Mais 
si, au lieu de celle \itesse, on donne seulemenl la foire 
instantanée qui l’a produite, il faudra commencer par 
déterminer quelle vitesse doit prendre le corps, soumis 
pendant un temps extrêmement petit <à l’action d’une 
■ force qui aurait produit sur un point matériel libre une 
/quantité de mouvement connue. 

Si l’on décompose cette force en deux autres, dont 
Tune soit parallèle à l’axe, et l’autre dans un plan perpen- 
diculaire, cette dernière produira seule le mouvement. 
jii Représentons sa valeur par P, et par p sa distance à 
l’axe; le principe de d’Alcmberi conduira à l'équation 

w2rV/« = Pp, 

(j) étant la vitesse angulaire; d’où, en employant les 
mêmes dénominations que précédemment , 

M (/•’ -t- n) 

La vitesse angulaire produite par l’impulsion étant con- • 
nue , le mouvement se déterminera comme précédem- 
ment ; et si aucune force ne reste appliquée au corps , 

l’équation (») donnera — - = o,etIa vitesse angulaire sera 

constante. 

97. Supposons que l'impulsion ait été produite par le 
choc d’un point ayant une masse p, animé d’une vitesse u 
dirigée dans un plan perpendiculaire h l’axe, suivant une 
droite distante de l’axe d’une quantité et admettons 
que cette masse reste unie au corps au point où elle le 
rencontre, «’l dont nous désignerons par ft la distance ;i 
l’axe. 

.Si l’on décompose la vitesse e suivant la normale et la 
langenlt; au cercle que ilécrira autour de l’axe le point où 
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a lieu le choc, la première sera détruite, et l’autre aura 

pour valeur-^' Représentons par w la vitesse angulaire 

du système après le choc ; la masse p aura perdu la vitesse 
V f 

^ /iw, et la quantité de mouvement que la réaetion du 

corps lui aura fait perdre sera V -{^ — ; telle sera' 

donc la mesure de la force instantanée produite sur la 
masse p; et, comme l’action et la réaction sont égales, 
ce sera aussi la mesure de la force instantanée qui a agi 
sur le corps donné. On rentre donc dans le cas précédent 
et l'on aura de même 




d’où M = 



P*/ 



p/P -t- t r'‘dm 



Le dénominateur est le moment d’inertie du système com- 
posé du corps donné et de la masse qui s’est unie à lui. Si 
donc on entend que la somme S s’étend à leur ensemble , 
on écrira simplement 

Si , au lieu d’un seul corps , on en supposait un nombre 
quelconque dont les masses fussent p, p', p", etc. , les vi- 
tesses t', o', o", etc., et les distances des directions de ces 
vitesses à l’axe J\ f \ J"', etc., et que tous ces corps 
vinssent choquer le premier au même instant, en se réu- 
nissant à lui, on aurait 

pi'/ -f- pV/' -t- etc. 

= ’ 



le moment d’inertie 2 r*(lin se rapportant à tous ces corps 
réunis. 

08. Percussion con/rc Vaxa. — La force inslaiilaïuH; 
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qui met le corps en mouvement produit sur l’axe fixe 
une percussion qu’il est nécessaire de connaître, et qui 
provient des forces qui se font équilibre au moyen de sa 
résistance. Prenons cet axe pour axe des z ; et pour plan 
des X etjy, le plan perpendiculaire mené par le point 
d’application de la force. Décomposons celte force en deux 
autres : l’une, Z, parallèle à l’axe fixe; l’autre , P, située 
dans le plan XY, et ayânt pour composantes X , Y. 

L’équilibre devra avoir lieu entre les forces — X , — Y, 
— Z, et celles qui seraient mesurées par les quantités de 

mouvement m^, relativement à tous les élé- 

dt ’ dt ’ dt 

ments du corps, et il faut observer que l’on a — = o, 

puisque le mouvement a lieu autour de l’axe des z. 

Soient x,y,z les coordonnées de l’élément <7wj , /■ sa 
distance à l’axe, 6 l’angle formé avec l’axe des x par la 
projection de la perpendiculaire abaissée de cet élément 
sur l’âxe , et u la vitesse angulaire produite. On aura 

. „ '/O 

x = rcos9, _j' = /-sinO, — = u; 



en différentiant par rapport à t , on aura 



dx ■ ‘ly 

— = — rsinfl — 5 — : 
dt dt dt 



.di 



dx 



rcos6— 5 ou — = — wr 
dt ’’ 



dt 



dt ' 



et les composantes de la force appliquée à l’élément dm 
parallèlement à l’axe des x et à l’axe des seront res- 
pectivement — Utjdni et (àxdm. 

Si maintenant on décompose le système de ces forces , 
jointes à — X, — Y, — Z, en trois forces dirigées sui- 
vant les axes des z," et en trois couples ayant leurs 

axes dans ces mômes directions, on trouvera, pour les 
forces, les expressions 

— X — wM/i, — Y -f- w Mx, , — Z, 
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X, , yt désignant les coordonnées du centre de gravité du 
corps-, les trois couples auront respectivement pour ex- 
pressions 

— bZ — alxzdm, aZ — alyzdm, — ûY-(- 6X-f- , 

a et b étant les coordonnées du point d’application de la 
force. 

Or, le dernier couple est nul de lui-même , d’après la 
condition d’équilibre autour de l’axe ; et les efforts exercés 
sur l’axe ne proviennent que des deux autres couples et 
des forces dirigées suivant les trois axes. 

99. Centre de percussion. — Cherchons maintenant 
les conditions pour que l'axe fixe ne reçoive aucune per- 
cussion. Il faut pour cela qu’il y ait équilibre, indépen- 
damment de cet axe, et que, par conséquent, les forces di- 
rigées suivant les axes, et les couples situés dans les plans 
coordonnés, soient nuis séparément 5 ce qui donne , en 
supposant, pour plus de simplicité, qu’on fasse passer le 
plan des x et z par le centre de gravité du corps , et que 
par conséquent soit nul, 

Z = o, X = O, Y = wMa:, , 
lxzdm=o, lyzdm = o, — aY-f- wSc’c/ot = o. 

La dernière équation fait connaître la vitesse angulaire; 
les deux précédentes indiquent que l’axe des z est im 
des axes principaux qui se coupent à l’origine des coor- 
données. La première apprend que la force doit être 
située dans un plan perpendiculaire à l’axe fixe , et la 
seconde prouve qu’elle est perpendiculaire au plan passant 
par l’axe et parle centre de gravité du corps. 

Pour connaître la distance a de la force instantanée 
à l’axe fixe en fonction des données, il faudra, dans la 
dernière équation, substituer à sa valeur tirée de la 
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troisième, et l’on trouvcra’aiiisi 



Zr'dm 




et si l’on désigne par Mk* le moment d’inertie du corps, 
par rapport à une parallèle à l’axe menée par le centre de 
gravité, cette équation devient 

« =: X, q ; 

X, 

et par conséquent a est égal à la distance de l’axe fixe au 
centre d’oscillation du corps par rapport à cet axe. 

Ainsi , pour que l’axe n’éprouve aucune percussion , 
il est nécessaire et suffisant : 

i". Que la force soit perpendiculaire au plan passant 
par l’axe et le centre de grav ité du corps ; 

2 “. Que cet axe soit un des axes principaux du corps 
par rapport au point où il est rencontré par le plan qui 
lui est perpendiculaire et qui contient la force; 

3°. Que la distance de la force à l’axe soit la même 
que celle du centre d’oscillation du corps autour de ce 
même axe. 

Cette dernière condition montre que la question pro- 
posée est impossible quand le centre de gravité est sur 
l’axe; car alors la force devrait se trouver à une distance 
infinie. 

Le point où la force doit être appliquée, dans le 
plan passant par l’axe et le centre de gravité, se nomme 
centre de percussion; il est situé sui’ la ligue qui contient 
les centres d’oscillation. 

Réciproquement, si le corps était en mouvement 
autour de l’axe , ou pourrait l’arrêter brusquement au 
moyen d’une force appliquée au centre de percussion ^ 
sans qu’il en résultât aucun effet sur l’axe, en snpjvo- 
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saiit que les circonstances que nous avons indiquées aient 
lieu. 

100. Si l’on avait seulement 

Zxzdm — o, 'Lyzdm = o, Z = o, 

la percussion éprouvée par l’axe se réduirait à une force 
passant par l’origine, et qui serait détruite si l’origine 
était fixe. Dans ce cas, la force instantanée produirait 
donc un mouvement initial autour de l’axe des s comme 
s’il était fixe. Et il en serait de même si , au lieu d’une 
seule force , on en avait un nombre quelconque dans le 
même plan; car, au moyen du point fixe, elles seraient 
toujours réductibles à une seule. 

101. Pression exercée sur l’axe pendant le mouue- 
ment . — A chaque instant l’équilibre qui a lieu en vertu 
du principe de d’Alembert produit, sur l’axe fixe, des 
pressions que l’on calculera comme dans le cas d’une 
force instantanée. 

Soient Xr?w , Ydni, 7jdm les composantes de la force 
appliquée h l’élément l’équilibre devra avoir lieu 
entre les forces 



— TLdm , — Ydm , — Zdm , 



et les forces 






d^y 

dt^ 



dm , 



d^z 



dont la troisième est nulle puisque le mouvement a lieu 
autour de l’axe des z. 

Si l’on appelle 9 l’angle formé avec l’axe des x par 
la projection de la perpendiculaire abaissée d’un point 
quelconque du corps sur l’axe des z, et to la vitesse an- 
gulaire, on aura 



r cos fl, 



• A d6 
/ = rsm$, 
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d’où 
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d'x 

~dr 



du 



d‘‘y 






du 

dt 



Si l’on décompose encore le système de toutes les forces 
en trois forces dirigées suivant les axes, et trois couples 
situés dans les plans coordonnés , on aura pour expres- 
sions de ces trois forces 

du 

— iX.dm — w’Mxi — M/i — 5 

du 

— tYdm — w’M/i Mx, — , 

— ZZdm. 

Les moments des couples ayant leurs axes dirigés suivant 
les axes des x , y, z seront respectivement 

2 (zY — yZ) dm -f- u^tyzdm — 

2 (xZ — sX) dm — u'ixzdm — 

2 [/X — xY) dm -h Ir’ dm. 



du , 

— Ixzdm, 
dt 

du 

— lyzdm , 



Ce dernier est nul, par la condition d’équilibre; et la 
pression qui a lieu à chaque instant sur l’axe est produite 
par les deux autres couples et par les trois forces appli- 
quées à l’origine. 

102. Axes permanents de rotation . — Supposons que 
le corps solide, au lieu d’avoir un axe fixe, n’ait qu’un seul 
point fixe , et qu’on l’ait choisi pour origine. Supposons 
de plus qu’aucune force extérieure ne sollicite le corps, 
et proposons-nous de déterminer les conditions pour que 
le mouvement ayant commencé autour de l’axe des z con- 
tinue comme si cet axe était fixé invariablement 
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11 est évident qu’il suffit pour cela que toutes les forces 
se fassent équilibre au moyen du point fixe. Or, ce point 
détruit les trois composantes qui y sont appliquées, il 
suffit donc que les trois couples soient nuis séparément : 
ce qui donne 

rfw 

— = o, Ixïrtm = O , ly-zam = o. 

Il est donc nécessaire et suffisant que l’axe des z soit im 
des axes principaux d’inertie qui se coupent au point fixe. 

Ainsi, tout point lié à im corps solide jouit de la 
propriété que, si on le rend fixe, et que le corps com- 
mence par tourner autour d’un de ses axes principaux 
d’inertie , relatifs à ce point , sans qu’aucime force étran- 
gère lui soit appliquée , il continuera de tourner unifor- 
mément autour de cet axe comme s’il était fixe. Ces trois 
axes , considérés sous ce point de vue , se nomment axes 
permanents de rotation , relativement au point fixe. 

Si l’origine était le centre de gravité du corps , on aurait 
a;, = o , = o , et les forces qui y sont appliquées se- 

raient nullcs d’elles-mèmes , de sorte qu’il n’est plus né- 
cessaire que ce point soit fixé; d’où l’on conclut que 

Si un corps entièrement libre commence à tourner 
autour d’un de ses axes principaux, qui se coupent en 
son centre de gra\>ité, et qu’aucune force étrangère ne 
lui soit appliquée, son mouvement continuera unifor- 
mément autour de cet axe. 

Ces trois axes particuliers se désignent sous le nom 
d’axei naturels de rotation, ou d’axes permanents de 
rotation relatifs au centre de gravité. 
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Mouvement inilinl d'un corps solide, mobile autour 
d’tm point fixe, et soumis à l’ action de forces 
instantanées. 



103. Quelles que soient les forces appliquées à ce corps, 
on peut toujours les réduire à une force appliquée au 
point tixe et à un couple. La force étant détruite, le mou- 
vement sera produit uniquement par le couple. Décom- 
posons ce couple en trois autres , dont les axes soient di- 
rigés suivant les axes principaux du corps , qui se coupent 
au point fixe , et que nous prendrons pour axes des x, j', z ; 
et soient L , M , JN les moments de ces trois couples. 

Nous savons que les vitesses acquises par chaque point 
peuvent être obtenues en composant celles que produi- 
rait séparément chacun de ces trois couples. 

Or, le couple dont le moment est L , étant compris dans 
le plan perpendiculaire à un axe principal, relatif à son 
point de rencontre avec ce plan , produirait un mouve- 
ment autour de cet axe , et sa vitesse angulaire serait 



égale à 



A étant le moment d’inertie du corps par rap- 



port à cet axe , sur lequel on compte les x. ( f^oyez 

n” 96. ') 

De même , si l’on désigne par 15 , C les moments d’i- 
nertie relatifs aux axes des j et des z , les deux autres 
couples produiraient des mouvements de rotation autour 
de ces axes , dont les vitesses angulaires seraient respecti- 

M N .. . , . . 

vement g- Ainsi, en représentant ces trois vitesses 

angulaires par w , w', m", on aura 






Or, nous avons démontré que ces ti'ois mouvements de- 
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▼aient se composer d’après les règles relatives aux mou- 
vements géométriques. 11 e^| résulte donc une rotation 
égale à w"’, autour d’un axe dont la direc- 

tion fera, avec les axes de coordonnées, des angles a, 6 , y 
dont les cosinus seront proportionnels à w , m', w". 

Considérons maintenant l’ellipsoïde central dont l’é- 
quation est 

Ax- + Bj’ -I- Cz’ = I ; 

L IM N , , . J 

on sait que ^ ’ "g ’ g proportionnels aux cosinus des 

angles que fait avec les axes le diamètre conjugué du plan 
ayant pour équation 

Lj; -I- Mj Ns = o ; 

donc l’axe instantané de rotation est le diamètre conjugué 
de ce plan. Mais la perpendiculaire à ce plan fait, avec 
les axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels à 
L, M, N. Celle normale n’est donc autre que l’axe du 
couple d’impulsion 5 d'où l’on tire la conséquence sui- 
vante : 

L’axe de la rotation produite par un couple sur un 
corps solide qui a un point fixe , est le diamètre conjugué 
^diiplan du couple , dans l’ellipsoïde central. 

Du double mouvement d'un corps solide libre. 

104. Lorsqu’un corps solide se meut dans l’espace, 
en vertu d’impulsions primitives et de forces continues 
quelconques, on peut considérer son mouvement, pen- 
dant chaque intervalle de temps infiniment petit, comme 
composé d’un mouvement de translation et d’un mouve- 
ment de rotation. 

Pour cela, on prendra l’un quelconque des points de 
ce corps , et à chaque instant on donnera au système un 
a' année. 1 1 
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mouvement, par lequel cliaque point décrira une droite 
iidiiiinient petite, égale et parallèle à celle que doit dé- 
crire, pendant cet intervalle de temps, le point particu- 
lier que l’on considère; puis on supposera ce point 
immobile, et l’on fera tourner le corps, jusqu’à ce que 
chaque point ait pris la position qu’il devait occuper à la 
lin de ce même intervalle. 

Le point dont le mouvenumt règle à chaque instant le 
mouvement de translation du système, peut être pris 
arhitrairement, pourvu qu’il y soit lié invariablement; 
mais il y a beaucoup d’avantage, comme nous allons le 
voir, à choisir le centre de gravité du corps. 

En cflet, nous avons démontré que ce point se meut 
de la même manière que si toute la masse du corps s’y 
trouvait réunie et que toutes les forces qui le sollicitent 
y fussent appliquées. On connaîtra donc immédiatement 
la direction et la grandeur de la vitesse initiale qu’il pren- 
dra en vertu des impulsions données. 

Pour achever de connaître le mouvement initial , con- 
cevons toutes les forces données réduites à une force ap- 
pliquée au centre de gravité et un couple. ISous pour- 
rons, comme nous l’avons démontré, n'’ 41, déterminer 
les deux mouvements qui auraient lieu séparément par 
l'action de cette force, puis du couple; en composant ces 
deux mouvements pour chaque point, on aura le mou- 
vement résultant de l’action simultanée de toutes les 
forces. 

Or, la force résultante appliquée au centre de gravité 
peut être déeomposée en forces égales appliquées à tous les 
éléments égaux de la masse du corps, et par conséquent 
elle donne une vitesse égale et parallèle à tous les points; 
il en résulte donc un mouvement commun de translation. 

Quant au couple, il ne peut produire aucun déplace- 
ment du centre de gravité, puistpie ces deux forces trans- 
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porU-es à ce point se détruisent : le mouvement qu’il pro- 
duit ne sera donc pas altéré en fixant invariablement le 
centre de gravité. Mais alors on peut introduire la force 
résultante, qui sera détruite par le point fixe, et l’on aura 
ainsi le système de toutes les forces données. D’où l’on 
voit que le mouvement de rotation que nous considérons 
peut être regardé comme produit par les forces d’impul- 
sion, agissant en leurs points d’application respectifs sur 
le corps dont nous aurons fixé le centre de gravité. 

Nous pouvons donc énoncer cette première proposition ; 

Les vitesses que prennent instantanément les diffe- 
rents points d’un corps solide libre peuvent être consi- 
dérées comme les résultan tes de celles qui se rapporte- 
raient à deux moiu>ements distincts; V un de translation , 
produit par les forces d’impulsion transportées parallè- 
lement à elles-mêmes au centre de graoité ; l’autre de 
rotation, produit par le système même des forces don- 
nées agissant sur le corps dont le centre de gravité aurait 
été invariablement fixé. 

Au moyen de cette proposition, le mouvement initial 
du corps est entièrement connu, puisque l’on sait dé- 
terminer celui d’un corps autour d’un point fixe. Quant à 
ce qu’il deviendra par la suite, nous savons que le centre 
de gravité se mouvra de la même manière que si toute la 
masse y était réunie, et que toutes les forces continues y 
fussent transportées, sans changer de grandeur et de direc- 
tion. Mais ces forces, dépendant, en général, de la position 
des points , se trouvent , par cela même , dépendantes du 
mouvenient de rotation; de sorte que l’on ne peut cal- 
culer séparément le mouvement du centre de gravité du 
corps, excepté dans le cas particulier où les forces auraient 
des directions et des intensités constantes, comme par 
exemple dans le cas de la pesanteur. 

Au reste, on peut toujours établir la même proposition 

1 1 . 
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lulalivciiutiit aux forces coiiliiiues, que rclalivcment aux 
forces inslaiilanécs. En c(fet, considérons le corps à un 
instant quelconque ; on peut supposer qu’il part du repos 
et qu’il est sollicité, d’un côté, par des forces instanta- 
nées qui donneraient à chaque point la vitesse qu’il a ; 
d’un autre côté, par les forces continues qui ne peuvent 
produire que des vitesses inCniment petites dans un inter- 
valle de temps infiniment petit, et que l’on peut regarder 
comme des forces instantanées agissant au commence- 
ment de chaque intervalle de temps infiniment petit. Or, 
d’après le principe que nous avons rappelé, on peut dé- 
terminer séparément les vitesses produites par ces deux 
systèmes, et les composer ensuite. Le premier produira 
l’eiret qui avait réellement lieu à l’instant considéré; le 
second est identique avec celui que nous avons discuté 
d’abord, et par. conséquent il produira une vitesse de 
translation infinim’ent petite, due à toutes les forces con- 
tinues transportées parallèlement à elles-mêmes au centre 
de gravité , et un mouvement de rotation autour du centre 
de gravité rendu fixe, produit par toutes ces forces dans 
leur véritable position. 

Ainsi donc , si l’on conçoit par le centre de gravité du 
corps trois axes rectangulaires qui se meuvent parallèle- 
ment à eux-rnénieSj leur point de rencontre se mouvra 
comme si toute la masse du corps y était réunie, et que 
toutes les fortes instantanées ou continues y fussent 
appliquées ^ et le mouvement du corps par rapport à 
ces axes sera le même que si leur point de rencontre 
était invariablement fxé, et que toutes les farces qui 
sollicitent les différents points dans le mouvement réel, 
J'ussent appliquées de la même manière à ces mêmes 
points. 

105. ^dpplicution à l'ellipsoïde pesant. — Supposons 
qu’un ellipsoïde homogène reçoive une impidsion dont la 
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clireclioii soit comprise dans le plan de deux de ses axes 
principaux relatifs à son centre de gravité, et soit ensuile 
abandonne à l’action de la pesanlcur. Désignons par fte la 
quantité de mouvement <jui mesure la force instantanée, 
par y la distance de cette force au centre, par b cl c lis 
deux demi-axes qui sont dans le plan de la force, et par a 
le troisième; enfin par M la masse de l’ellipsoïde, et 
par V la vitesse initiale de son centre de gravité. 

Le centre de gravité, qui est le centre de l’ellipsoïde, 
devant se mouvoir comme si la masse M y était concen- 
trée et fût sollicitée au premier instant par la force we, 
puis par son poids, ce point prendra d’abord, dans une 
direction parallèle à celle de l’impulsion, une vitesse 
dont la valeur sera 




et il décrira une parabole tangente à cette direction ini- 
tiale, et dont l’équation se calculera comme dans le cas 
d’un point libre. Pour connaître sou mouvement par rap- 
port à trois axes passant par .son centre et parallèles à des 
directions fixes, il faut supposer que le centre soit fixe et 
que la force d’impulsion ainsi que la pesanteur agissent 
sur l’ellipsoïde ainsi assujetti. Maison peut faire abstrac- 
tion de la pesanteur, puisque le centre de gravité est fixe, 
et il suffit de déterminer la rotation produite par l’impul- 
sion. Cette force étant située dans un plan perpendiculaire 
à une droite, qui est un axe pritvcipal relativement au 
point où elle est coupée par ce plan, et de plus ce point 
étant fixe, il s’ensuit que le mouvement aura lieu indéfi- 
niment autour de cet axe. I^a vitesse angulaire o) s’obtien- 
dra en divisant le moment de la force par le moment 
d’inertie du corps par rapport à l’axe fixe ; on aura donc 

, _ 

M (è’-f-c-’l ’ 
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OU, en introduisant la vitesse initiale \ du centre de gra- 
vité, 

" “ + c^' 

On voit donc que l’axe de rotation se transporte parallèle- 
ment <à lui-môme, et que le corps tourne uniformément 
autour de cette droite, que l’on pourra déterminer à 
chaque instant , puisqu’on connaît le mouvement du cen- 
tre de gravité qui en est le milieu. On déterminera donc 
facilement la position de tous les points de l’ellipsoïde à 
un instant quelconque. 

Dans le cas où il serait réduit à une sphère pleine ou 
creuse , homogène ou sendement formée de couches ho- 
mogènes, tout diamètre serait un axe principal; le mou- 
vement de rotation aurait lieu autour de celui qui serait 
perpendiculaire au plan mené par le centre et la direction 
delà force d’impulsion, et la direction de cet axe serait 
constamment parallèle à elle-même. 

Le mouvement de rotation de cette sphère ne serait pas 
altéré si tous les points étaient attirés vers d’autres points 
par des forces proportionnelles aux masses et à une fonc- 
tion de la distance, parce que la résultante des actions 
exercées par un point quelconque sur la masse entière de 
la sphère passerait par son centre de gravité. Mais si le 
corps était tant soit peu dill'érent d’une sphère, il n’en 
serait plus ainsi , et c’est ce qui arrive par exemple dans le 
cas de la terre. 
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AtOLVEMENT d’uN CORPS SOLIUE’ AlTOlU D Ctl POIÎIT FIXE. 

106. Nous avons démontré, dans les préliminaires de c<;t 
ouvrage, que tout déplacement d’un système rigide dont 
un point est fixe, pouvait être opéré au moyen d’une 
rotation autour d’un certain axe passant par ce point, ce 
qui n’empècliait pas qu’il ne pût être produit d’une in- 
finité d’autres manières. Il s’ensuivait qu’un déplace- 
ment continu pouvait être produit par une succession de 
rotations infiniment petites autour d’axes variant d’une 
manière continue. Dans i tout cela , nous n’avions en vue 
que des procédés commodes pour opérer des déplace- 
ments donnés, indépendamment des causes qui avaient 
pu les produire, et nous en avons fait utilement usage 
dans diverses circonstances. ÏNous allons maintenant nous 
occuper de la détermination du mouvement réel que prend 
un corps solide dont un point est fixe, et qui est sollicité 
par des forces données. 

Pour cela, nous choisirons trois droites rectangulaires 
passant parle point fixe et liées invariablement au corps; 
la question sera ramenée à la détermination du mouve- 
ment de ces trois droites; et leur position se déterminera, 
comme nous l’avons déjà vu dans les préliminaires, soit 
par les angles que chacune d’elles forme avec trois axes 
rectangulaires fixes , soit au moyen de trois autres angles 
seulement, ce qui sera plus avantageux. 

Mais, d’abord, nous considérerons des quantités auxi- 
liaires qui déterminent le déplacement que subissent, 
dans un temps infiniment petit, les trois axes liés au 
corps. Si ces quantités étaient connues généralement, 
elles pourraient servir à faire passer d’une position quel- 
conque à toute autre, au moyen d’une infinité d’inter- 
médiaires que l’intégration a pour objet de suppléer. 
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Désignons par X,,\,,Z, ces axes dans une position 
quelconque, et par X', Y', Z' ces mèiucs axes dans la po- 
sition infiniment voisine qu’ils occupent après le temps dl. 
Cette nouvelle position serait déterminée si on connaissait 
les angles queeliacuu des axes X', Y', Z' forme avec chacun 
des axes X,, Y,, Z,, ou seulement les cosinus de ces angles, 
et ce sont précisément ces cosinus que nous allons intro- 
duire. Les trois angles XiX', Y,\', Z, Z' étant infiniment 
petits du premier ordre, leurs cosinus seront égaux à 
l’unité en négligeant les infiniment petits du second. 11 
reste donc à déterminer six cosinus qui sont du premier 
ordre, puisque les angles diH'èrent d’un angle droit par 
un infiniment petit du premier ordre; mais il est facile 
de voir qu’ils sc réduisent à trois, parce qu’ils sont deux 
à deux égaux et de signes contraires. En lîll'et , lorsque le 
plan Z,X,, par exemple, a pris la position Z' X', il s’est 
incliné infiniment peu sur sa première position , et si l’on 
projette l’angle Z'X' sur le plan Z, X, et qu’on néglige les 
infiniment petits du seeond ordre, cet angle pourra être 
considéré comme droit, et de même les angles Z'X, , X'Z, 
comme égaux à leurs projections. Ils seront donc supplé- 
ments l’un de l’autre et auront des cosinus égaux et de 
signes contraires. Ce qui démontre les trois relations sui- 
vantes ; 

i cosY'Z, = — cos Z 'y,, 

(i) I cosZ'X, = — cosX'Z,, 

I cosX'Y, = — cosY'X,. 

Nous n’avons donc à déterminer, pour connaître la po- 
sition du corps après le temps r/t, que trois quantités 
infiniment petites, et que nous désignerons comme il 
suit : 

cosY'Z, = />(//, cosZ'X, ~ qtk, cosX'Y, = rdt. 

Ces trois quantités p, y, /• peuvent facilement s’exprimer 
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au moyen des angles qui déterminent les axes Xj , Y, , Z, 
par rapport aux axes fixes X, Y, Z. En cfict, en em-. 
ployant les mêmes notations que dans les préliminaires, 
les cosinus des angles de Z, et de Y' avec les axes fixes 
sont respectivement 

c,c',c" et b + db, b’ + db', b"-^db"-, 
donc, en observant que 

cb -t- c'ô' -t- c"b" = O , 

on aura 

cos Y'Z, = cdb + c'db' + c"db" , 

et ainsi des deux autres; ce qui donne les trois formules 

i pdt= cdb -f- c'db' -f- c'db" , 
qdt=z ade a' de' + a" de" , 

rdt = bda -f- b'da' + b"da" . 

Les seconds membres des trois équations pourraient être 
mis sous une forme didércntc. En eüet, en différentiant 
l’équation 

cb + c'b' -4- c"b" — O, 

on trouve 

cdb + c'db' + d'db" = —bdc — h' de' — b" de". 



Les deux autres membres pourraient de même être rem- 
placés respectivement par 

— eda — c'dn' — c" dn" , et — adb — a'db' — a"db". 

En déterminant, comme nous l’avons vu encore, la posi- 
tion des axes mobiles au moyen de trois angles ç, 6, 
on exprimera /j, <y, /'au moyen de ces derniers angles, par 
les formules suivantes qui ont été démontrées dans les 
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préliminaires ; 

I pdt — coSfM -h sin^ siiiOrf\{i, 
ydt = — siQçfW+ cos If sinOrf-i, 
rdt z= rff -4- cos0</ij<. 

Il sulHt donc que les conditions du mouvement nous 
fournissent trois autres équations entre p, < 7 , r, 6, ip, <p, 
pour que le problème sc trouve ramené à l’intégration 
d’un système d’équations dilférentielles simultanées. 

• 107. instantané. — Cherchons si , à partir d’une 
époque quelconque et pendant un temps inliniment petit ^ 
dt , il existe des points appartenant au système, ou qu’on y 
joindrait en les y liant invariahlement, et qui occupent 
constamment la même position dans l’espace. Dans le cas 
où il existerait ainsi un point sans vitesse, tous les points 
de la droite qui le joindrait à l'origine fixe seraient dans le 
même cas, et le mouvement pendant le temps dt pour- 
rait être considéré comme consistant en une rotation au- 
tour de eette droite. Pour trouver sa direction, si elle 
existe, il suffit évidemment de chercher quelle est la 
droite passant par l’origine qui est placée de la même 
manière par rapport aux axes X,, Y,, Z, dans la position 
que l’on considère, et par rapport aux axes X', Y', Z' pen- 
dant l’intervalle de temps dt. 

Soient a, 6 , y les angles de cette droite avec les axes 
Xi, Y,, Z, ; les cosinus de ceux qu’elle fait avec X’, Y', U 
peuvent s’exprimer par la formule ordinaire de l’angle de 
deux droites, et l’on trouvera respectivement les valeurs 
suivantes, en négligeant les infiniment petits du second 
ordre : 

cosa cos§ cosX'Y, -t- cosycosX'Z,, 
cosê -I- cosa cosY'X, -1- cosycosY'Z,, 

C 0 S 7 4- cosa cos Z' X, 4- cos 6 cos Z' Y,. 

Ces valeurs ne devant pas être difl’érentes de cosa, coso, 
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cosy, il est nécessaire et suffisant que les deux derniers 
termes de chacune se détruisent , ce qui donne , en vertu 
des équations (i), 

cos a cos 6 cos y 

cos Y' Z, “*■ côsZ^ ~ cosX'Ÿ^’ 

ou, en introduisant y?, (/, r, 

cos a cos 6 cosy 

P ~ q ~ r 

Cette droite ayant, par rapport aux directions X,, Y,, Z, 
considérées comme invariables, une position dans laquelle 
n’entre pas la valeur de tous ses points, liés au système, 
auraient la même position dans l’espace à toutes les épo- 
ques infiniment peu distantes de celle que l’on considère. 
Si cette ligne était liée au corps, son mouvement dans 
l’espace ne serait pas absolument nul , puisqu’on a né- 
gligé les infiniment petits du second ordre, mais il serait 
de même du second ordre. La vitesse des points de cette 
ligne est donc nulle à l’instant que l’on considère; et par 
conséquent le mouvement, tel qu’il a cn’ectivement lieu 
dans l’espace, peut être considéré, en négligeant les in- 
finiment petits du second ordre, comme s’ell’ectuant pen- 
dant un temps infiniment petit' autour d’un axe fixe, qui 
peut changer d’une époque h une autre , et qu’on nomme 
pour cela axo instantané de rotation. 

Les cosinus des angles qu’il fait .à chaque instant avec 
les axes mobiles étant proportionnels à />, <7, ont pour 
valeurs 

cosX, = zt — , 

VT'’ y’ -(- r’ 

eosY, = ± , 

-t- r’ 

cos Z, =: ± , 

V//' -f- q' -f- r’ 
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en prenant ensemble tous les signes supérieui-s, ou tous 
les inférieurs. 

Si /■ sont constants, ou seulement conservent des 
rapports constants , l’axe instantané occupe toujours la 
même position par rapport au corps. Ce sont donc tou- 
jours les mômes points du système qui sont sans vitesse, 
et ce système ne peut, par conséquent, avoir qu’un mou- 
vement de rotation autour de cet axe , qui n’est plus 
instantané, mais permanent. I.,a réciproque est évidente. 
Nous retrouverons tout à l’heure ces propositions , par 
des considérations différentes. En appliquant la formule 
de l’angle de deux directions à l’axe instantané et chacun 
des axes flxes des X , Y, Z , on aura , pour l’expression de 
ces trois cosinus respectifs, 



cosX = 



I np -f- bii -f- cr 
-H <7’ r* ’ 



eus Y = ± 



a'p b'q c'r 



cos Z 



v'p’ -H <P -t- r' 
a"p ^h”q-^c”r 
-I- 7’ -t- r’ 



> 



Les quantités p, < 7 , ;• étant généralement variables, le 
mouvement pourra toujours être considéré comme une 
succession continue de mouvements infiniment petits exé- 
cutés autour d’axes passant par le point fixe , et sc dépla- 
çant d’une manière continue, tant dans le corps que dans 
l’espace absolu. 

108. f ltesse (T un point quelconque . — La vitesse d’un 
point quelconque du corps pourra être décomposée pa- 
rallèlement aux trois axes fixes , ou, si on le juge utile , 
parallèlement aux axes mobiles dans la position qu’ils 
occnpent à l'instant que l’on considère. Les premières 
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foinposaii les, auront pour valeurs 



(i.r dy dz 

dt^ lit'' dt' 



mais les secondes, étant rapportées à des axes de direction 
variable , ne peuvent être représentées par les dérivées 
des coordonnées du point par rapporta ces axes; nous 
les désignerons par u, v, iv. 

Cela posé, les équations qui lient les deux systèmes 
de coordonnées étant, comme on le sait, 

X = axt + by, q- cz,, 
y = <j'x, + b'yt -4- c'z,, 

Z = a"x, -f- b"y^ ■+■ c"z„ 



on trouve pour valeurs des premières composantes, en 



observant que x,, ji, 
point du corps. 


X, 


sont constants 


pour un même 




1 dx 


da 


db 


de 




1 * ~ 


dt 


y^Tt^ 


Tft' 






da' 


db' 


dd 




* - 


~di 


^ ^ ' Ift 


cU ’ 


(« j 


1 dz 


da" 


db" 


de" 




— — j7, 


dt 


y'i -1 — -f* 2| 


■ 




dt 

i 


•' dt 


dt 



Pour obtenir la composante suivant l’axe X,, il faut 
faire la somme de leurs projections sur cet axe , ou 



dx 

^dt 



dt 



dz 

It' 



qui se réduit à tjZi — ;_y, . On agira de même pour les 
deux autres, et l’on aura 

i n = <7Z, — ry„ 

P = rx, — pz„ 

= pyi — 
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Ces foiTiiules nous donneraient immédiatement les 
points dont la vitesse est nulle; il suflirait de poser 



d’où 




Ces points sont donc tous sur une droite passant par 
le point fixe, et faisant avec les axes mobiles des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à p, q, r. C’est done 
en ime rotation autour de cette droite , que eonsiste le 
mouvement effectif du corps pendant un temps infini- 
ment petit. On retombe ainsi sur les résultats déjà ob- 
tenus; mais c’est pour un usage plus important que cette 
vérification , que nous venons de former les valeurs de 

M, U, IV. 

109. Grandeur et sens de la vitesse instantanée de 
rotation. — Pour connaître la vitesse de rotation, il suffit 
de chercher la vitesse absolue d’un seul point et de la divi- 
ser par la distance de ce point à l’axe instantané. Prenons 
pour cela le point situé sur l’axe des à une distance i 
de l’origine, et qui aura par conséquent pour coordonnées 

^1 = 0, Xt = o, Z, = I, 

les éqnations (5) donneront 



u=q, v = —p, «- = 0 ; 

la vitesse absolue sera donc La distance du 

même point à l’axe instantané sera le sinus de l’angle que 
\ 

fait cet axe avec z^ ou . La vitesse angulaire, 

Vp' -t- y’ -H r’ 

que nous désignerons par w, aura donc pour valeur 
(6) w = s//»’ -t- q' -t- c’. 
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11 est facile mainlcuant de conDaître les composantes de 
cette vitesse suivant les axes mobiles. On se rappelle que 
toute rotation iiiGniment petite autour d’un axe amène 
un système rigide dans la même position que trois rota- 
tions successives faites autour des trois axes et dans un 
ordre quelconque. Ces trois rotations se nomment les 
composantes de la première ; les angles qui leur corres- 
pondent sont égaux respectivement aux produits de celui 
qui SC rapporte à la rotation effective par les cosinus des 
angles de l’axe instantané avec les trois axes rectangu- 
laires. On sait de plus que, si l’on considère toujours 
comme direction de l’axe d’une rotation celle relative- 
ment à laquelle le mouvement paraît s’exécuter de gauche 
à droite, les produits de la rotation absolue, par les cosi- 
nus des angles que sa direction fait avec celles des trois 
axes positifs donnent , par leurs grandeurs et leurs signes , 
la valeur et le sens des rotations composantes. Dans la 
question actuelle, la rotation pendant le temps infini- 
ment petit a pour valeur wi/f. Si l’on supprime dans la 
valeur de cette rotation et de ses composantes le facteur 
commun dt^ on les rapportera toutes à l’unité de temps, 
et l’on aura ce que nous appellerons les composantes de la 
vitesse instantanée de rotation. Leurs valeurs seront res- 
pectivement 

-^P, -l-ï. ou —p, —q, —r, 

suivant que l’on devra prendre les signes supérieurs ou 
les signes inférieurs dans les expressions de cosX,, cos Y, , 
cosZ, , et c’est ce qu’il est essentiel de déterminer pour 
connaître le sens de la rotation. Or, il suffit pour cela do 
savoir si la composante de la rotation , suivant l’axe des z 
par exemple , est -t- ;• ou — r. 

Pour cela , menons par l’origine un plan perpendicu- 
laire à l’axe instantané; considérons-y un point ayant 
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pour coordonnées joignons-le à l’origine et 

considérons le mouvement de la projection de son rayon 
vecteur sur le plan XiYj; nous savons que l’axe de ce 
mouvement aura sa direction suivant l’axe des Zi po- 
sitifs , si l’axe instantané fait avec celui-ci un angle aigu, 
et que ce sera la direction des Zi négatifs dans le cas con- 
traire. Le signe du cosinus de l’angle de l’axe instantané 
avec l’axe des positifs est donc le même que celui de la 
rotation de la projection de notre rayon vecteur, pourvu 
qu’on la considère comme positive quand elle a lieu de 
l’axe des x, positifs vers celui desj^, positifs. *<• 

Or, le rayon vecteur du point du plan X, Y, , qui a 
pour coordonnées et «, f pour composantes de sa 

vitesse parallèlement à ces deux axes, aura , comme on le 
sait (Préliminaires , page 12 ), son mouvement dirigé de 
l’axe des x, vers celui des , si fx, — est positif; 
son mouvement sera contraire si cette même expression 
est négative. Le signe de cette expression 'sera donc celui 
du cosinus de l'angle de la direction de l’axe de la rota- 
tion instantanée avec l’axe des z, positifs. Prenons 
donc sa valeur pour un point particulier du plan dont il 
s’agit, par exemple un point 'de sa trace sur le plan 
x,yi, pour lequel on aura par conséquent z, = o; il en 
résultera 

u = rx,, u = — ry-i et vx, — ufi ■= r[x\ + y\). 

Son signe étant le même que celui de r, il s’ensuit que 
les trois composantes de la vitesse angulaire sont expri- 
mées, en grandeurs et en signes, par les valeurs res- 
pectives 

P> ?» r, 

et que les cosinus des angles que fait l’axe 01 de la rota- 
tion instantanée, avec les axes positifs des X, , Y, , Z, , ont 
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pour valeurs 



(7) 



cos I0X| = ^ ■ , 

Sp' + 7 ’ -4- r’ 

cosIOY, = — ■ 

V'/»’ + 7 ’ + r’ 

coslOZ, = ’’ . 

■ Vp’ + 7' H- /■' 



Les cosinus des angles que le même axe fait avec les axes 
fixes auront pour valeurs 



( 8 ) 



I cosIOX = 
( COS lOT = 
( cosIOZ = 



ap + btj -t- cr 
\jp' -H 7* -H r ' 
a'p + li'q + c'r 
\Jp‘^ + 7 " -4- r" ’ 
a"p-^h" q + c"r 
VV-»’ ■+■ 7’ ■+■ r’ 



110. Composantes iJe la force accélératrice d’un point 
quelconque. — Ces composantes sont, comme on le sait, 
les dérivées secondes, par rapport au temps, des coordon- 
nées du point, estimées parallèlement à trois directions 
invariables quelconques. Nous choisirons pour ces direc- 
tions celles ipi’ont les axes mobiles à un instant quel- 
conque. Les composantes de la vitesse par rapport à ces 
axes sont 

K, w, 

elles deviennent 



U (lu , V de, tv -1- dw 

, après le temps dt, mais ne sont plus estimées parallèle- 
ment aux mêmes axes X,, Y,, Z, ; elles le sont par rap- 
port aux directions qu’ont les axes mobiles après le 
temps dt , et que nous avons désignées précédemment par 
•x* année. 12 
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X', V', Z'. Si donc on les projette sur chacun des axes 
Xj, Y), Z,, on aura les composantes de la vitesse suivant 
< es mêmes axes après le temps dt-, ou si l’on en retranche 
respectivement ti, e, u', puis qu’on divise les restes par dt, 
on aura les trois composantes de la force accélératrice 
suivant Xi, Y’,, Z,, que nous désignerons par w', v\\v . 
Cela posé, les valeurs précédentes de jt, w donnent 

du = z,dq — \xdr, dv =. x,dr — z^dp, dw z= y, dp — x,dq. 

Les cosinus des angles à considérer pour former les pro- 
jections dont il s’agit sont l’unité et ceux qui entrent dans 
les équations (i), et que nous avons désignés par pdt, 
qdti rdt. On trouvera immédiatement, en négligeant les 
infiniment petits : 

/ , ‘^'1 de 

« = Z, ^ ^ -I- '/{py^ — qx,) — r{rx,— pz,), 

(g) h' z= X, — Z, r(qz, — ry,) — p{py,— qx,), 

\ ~ ^ ~ 

m . Équations du mouvement. — ;Si l’on désigne par 
X,, Y|, Z, les composantes parallèles aux axes mobiles, 
de la force motrice appliquées un point quelconque, le 
principe de d’Alembert fournira les trois équations sui- 
vantes : 

X[y,w' — z,v')dm = Z(/,Z, — z,Y.), , 

2(Z|rt' — x,iv')dm =. 2(z,X, — x,Z,), 

2(,r,p' — y,ii')dm = î(x,Y, — 

l^cs sommes indiquées dans les premiers membres se rap- , 
portent à la masse entière ; et celles du second , aux forces 
extérieures qui peuvent être appliquées, tant à tous les 
points du corps qu’à certains points particuliers en nom- 
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brcfini. Ces dernières peuvent être exprimées à chaque 
instant d’après les éléments qui déterminent la positiou 
du corps; ce sont donc des fonctions connues des angles 
tp, 9, et peut-être de t, dans lé cas où les forces dépen- 
draient du temps. 

Quant aux premiers membres, ils auront une expres- 
sion extrêmement simple si l’on choisit les axes princi- 
paux d’inertie du corps pour les axes X,, Y,, Z,. Alors 
les sommes Sj', a, r/m , cfwt, Sxtj'idm sont 

nullcs ; et si l’on désigne par A , B, C les moments d’iner- 
tie du corps par rapport aux axes respectifs des a:,, z,, 

et par L, M, N les fonctions connues, qui sont les expres- 
sions des seconds membres, on aura les trois équations 
suivantes : 

I A “ = (B — C) 7r -H L, 

B ^ z= (C — A) rp -h M , 

C ^ = (A — B)/7? -h N. 

Ces trois équations, jointes aux équations (3), forment 
un système de six équations difl’érenti elles du premier 
ordre, qui déterminera les six fonctions p, q, r, ç, p, 9 en 
fonction de t. Les six constantes arbitraires se détermine- 
ront par les positions et les vitesses initiales. 

Propriétés diverses de ce mouvement dans te cas oii il 
n'existe pas de forces extérieures. 

112. uépplication du principe des aires. — Lorsqu’un 
corps solide est en mouvement autour d’un point fixe , les 
vitesses dont tous ses points sont animés à une époque 
quelconque pourraient être produites à ce moment par 
des forces instantanées, agissant sur le corps en repos 

13 . 
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dans celle posilioii; el toutes ces forces, en verlii du 
poiiil fixe, seraient réductibles à un couple. Ce couple est 
identique avec celui qui i-ésullerait des quantités de mou- 
vement qui animent les diflérents points du corps. Si l’on 
<lécoinposc l’un et l’aulre de ces couples en trois autres 
dont les axes soient dirigés suivant trois droites rectan- 
gulaires fixes , les couples composants seront respective- 
ment les mêmes. 

Or, le principe des aires apprend que, lorsqu’il n'y a 
pas de forces extérieures, les sommes des moments des 
quantités de mouvement , par rapport à trois axes fixes, 
sont constantes, et donnent par conséquent un moment 
constant dont l’axe a une direction constante. Les forces 
instantanées qui produiraient à chaque instant sur le 
corps en repos, dans la position qu’il occupe à cct instant, 
les vitesses qui ont lieu, sont donc réductibles à un couple 
<jui a toujours même axe et même moment. Cherchons à 
déterminer cet axe et ce moment. 

Considérons pour cela les quantités de mouvement dé- 
composées à un instant quelconque suivant les axes prin- 
cipaux d’inertie sur lesquels se comptent les Xi, jp, , z,. 
Les moments des couples auxquels elles donnent naissance 
auront pour expressions 

S(/i«’ — z,v) dm , X[z,u — x,iv) dm , ï(x,v — y\u)dm-, 

substituant les valeurs de », e, te, données par les équa- 
tions (4), on trouvera 

— z,v^dm = Ayj, 
ï(ZiH — x^tv)dm = B17, 
ï(.r,(> — y.jt)tlm = Cr. 

(’.es ([uantités ne sont pas constantes parce que les axes 
desa^iyiZ, ne sont pas fixesj mais la somme de leurs ear- 
rés est constante, puisque le moment résultant est con- 
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stant: désignant la valeur de ce momunl jiar A, un aura 
( 1 2) A’yi’ -f- BV/’ -I- OV ’ = k\ 



Lorsque l’on connaît l’état initial du corps, c’est-à-dire 
sa position initiale, et les vitesses initiales ou les forces 
instantanées qui les ont produites , on connaît les valeurs 
initiales de A/;, Cr, et par suite de p, q, r. 

Si nous désignons par ÜK la direction de 1 axe du 
couple résultant des quantités de mouvement, on aura, 
pour déterminer cette direction par rapjxirt aux axes mo- 
biles, 

( 1 3) cos KOX, = ^ , cos KOY, = ^ , cos KOZ, = 

X‘ A A 



et par rapport aux axes (ixes , 



(■4) 



cosKOX = ^'4jil'f/+‘^'', 

A 



cos KOY : 



Aa'j) 4 - hb'i/ + Ce'/ 



cos KOZ = . 



I.es numérateurs de ces expressions seront cunstants, 
puiscpie la direction de OR est fixe. 

Les formules (ii) prouveraient, si on ne l’avait déjà 
démontré, que les cosinus des angles que l’axe instantané 
fait avec X,, Y,, Z, sont respectivement de mêmes signes 
que />, < 7 , r. 

En effet, les composantes de la rotation instantanée sui- 
vant les directions des axes principaux d’inertie du corps 
sont les rotations que produiraient les couples compo- 
sants Ap, lî< 7 , C/'; elles sont donc de mêmes signes que 
ces couples , et par conséquent que p, (/,■ r. 

Hd. Application du principe des forces vires , — Ou 
sait que le principe des forces vives ne cesse pas d’avoir 
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lieu lorsque des points d’un système sont liés à des points 
fixes, et que les forces qui proviennent de ces derniers 
points n’entrent pour rien dans le résultat. Dans le cas 
actuel , où les forces extérieures sont nulles, la somme des 
forces vives sera constante. Désignons par /t sa valeur; ce 
sera une constante connue, si on donne l’état initial du 
corps; pour la calculer, remarquons que le carré de la 
vitesse du point qui a pour coordonnées x, , j',, z,, est 

— iqry,z, — j.rpZyX, — a/ji/x,/,. 

Multipliant par dm et intégrant dans toute l’étendue de 
la masse, on aura la somme h des forces vives à un instant 
quelconque; on trouvera ainsi 

(i5) Ay»’ + B 7 ’ -f- Cr’ = /i. 

On voit que si aux deux équations (la), (i5) on joignait 
la condition que la vitesse angulaire + < 7 * + /'* fût 
constante, on aurait entre/), 9 , ;• trois équations qui les 
détermineraient si A, B et C sont inégaux, et l’axe de 
rotation serait fixe. Dans ce cas, les équations ( 10 ) exigent 
que deux des quantités /), q, r soient nulles, puisque 
dp, dq, dr, L, M, N sont tous nuis. Le mouvement a 
donc lieu autour de l’un des axes principaux d’inertie, 
comme il était facile de le prévoir. 

1 1 4. Angle de l’axe instantané et de l’axe du couple 
résultant. — Si l’on désigne par e l’angle de ces deux 
axes, on trouvera, d’après les' valeurs des cosinus des 
angles qu’ils forment avec X,, Y,, Z,, 

A»’ -f- Bo’ O’ 

cos e = — — , 

/• 
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Celle éj|ualioii donne 



0 ) coss 



/( 

1 ' 






et déraonlrc celle propriélé remarquable, que la xHtes.se 
angulaire instantanée donne une composante constante 
par rapport à l’axe du couple résultant, (pii est celui 
du maximum des aires, ou du plan invariable. 

115. Position de l’axe instantané par rapport à 
l’ellipsoïde, central. — L’équalion de l’ellipsoïde central 
étant 

Air] + B/î -H Cz] = I, 



les cosinus des angles que la normale au poinl (jiiel- 
conque J.’, j^,z, fait avec les axes mobiles, sont propor- 
tionnels aux quantités Ax,, lî^ i, Czi. 

Mais les cosinus qui se rapportent à l’axe du couple 
résultant sont proportionnels à Ap, Biy, Cr. Ces deux 

droites se confondront doue si l'on a '— = — = - , c’est- 

P U '■ 

à-dire si le rayon de rellipsoïde mené au point Xijqz, se 
confond avec l’axe instantané de rotation ; d’où résulte 
cette proposition, qui se trouve dans le Mémoire de 
M. Poinsot sur la rotation des corps : 

Si l’on mène à V ellipsoïde central un plan langent 
parallèle au plan du couple résultant, le rayon mené 
au point de contact est l’axe instantané de rotation. 

116. V^itesse angulaire en fonction du rayon de l’el- 
lipsoïde. — Les coordonnées du pôle de rotation sur l’el- 
lipsoïde central, c’est-à-dire du point où cette surface 
est percée par l’axe instantané, étant proportionnelles 
à p, q, on a les égalités suivantes, dans lesquelles li 
désigne la longueur du rayon de l’ellipsoïde, et P la 
perpendiculaire abaissée du centie sur le plan tan- 
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— Zî — i' 

P ~ ~ r 

V/->’4- </'+ r’ v''A//4- VTc7’ V'aV^’+B’î’+CV’ 

Les trois derniers membres fournissent les équations sui- 
vantes : 



R 

&> 



j==~-, d’où « = R^A, et P 



f ■ 



On déduit de là plusieurs propositions importantes, qui 
sont dues à M. Poinsot. 

I/équation w =1\ y/A fournit d’abord celle-ci : 

JjU vitesse angulaire est proportionnelle à la lon- 
gueur du rayon de V ellipsoïde , autour duquel a lieu 
la rotation instantanée. 



L’équation ]^= ^ prouve que la perpendiculaire abais- 



sée du point fixe sur le plan qui louclu; l'ellipsoïde au 
pôle de rotation, est constante. Or, ce plan est d’ailleurs 
parallèle au plan fixe du couple résultant; donc il est 
constant de position. D’où se déduit cette autre propo- 
sition : 

L’ellipsoïde central reste constamment tangent au 
plan mené parallèlement à celui du couple résultant, à 

une tlistance égale à Son point de contact est lé pôle 

de rotation , et par conséquent n’a aucun mouvement 
de glissement sur le plan fixe. 

Cette propriété donne une représentation géométrique 
très-nette de la marche suivie par le corps. 

117. Courbe des pôles. — D’après ce qui vient d’étre 
dit, si l’on conçoit uti plan qui se meuve en restant tan- 
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gent à rdlipsoide central et à une sphère concentrique 
ayant pour rayon le lieu de ses points de contact 

avec l'ellipsoïde sera la courbe des pôles; elle sera symé- 
trique par rapport à deux des plans priucipaux , et sera 
déterminée par rapport aux axes principaux du corps par 
les deux équations 

A.r} -t- BrJ -t- Cz’ = I , 

A’xî -4- B’/î -t- C’z’ = 
d’où l’on tire la suivante 

(iG) A(/’ — A/i)x; -|-B(,ri — — a)2Î=o, 

équation d’un cône du second degré ayant ses axes prin- 
cipaux dans la même direction que ceux de rellipsoïdc , 
et qui est le lieu des axes instantanés, relativement au 
corps. Pour reconnaître le sens de ses deux nappes, 
soient A le plus grand moment d’inertie, et C le plus 
petit. On trouvera facilement 

I X-» — A/i = B (B — A) 7 ’ -f- C (C — A)r’, 

— B/i = C (C — B) r’ + A (A — B)/>% 

— CA = A (A — C) -t- B (B — C) q\ 

Ainsi l’on aura 



A’ — AA o et A’ — CA ^ o. 

On obtiendrait immédiatement ces deux inégalités en 

observant que ^ est le carré de la distance du centre au 

plan tangent au point do l’ellipsoïde; d’où il ré- 

sulte 
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De sorle que les sections elliptiques du cône seront per- 
pendiculaires à l’axe des x si l'on a 

— BA > O, ' 

et elles le seront à l’axe des z, si l’on a 
/’ — BA < o. 

Ces deux axes sont ceux du plus petit et du plus grand 
moment d’inertie du corps. 

Si 15 = C, le cône est de révolution autour de l’axe des .r ; 
si B = A,ill’estautourde l’axe des z ; si A = B = C, p, <7, r 
sont constants d’après les équations, et le mouvement 
s’efl’ectue autour d’un axe fixe. 

Si A’ est égal à une des trois quantités A/i, BA, CA, 
le cône se réduit à un plan ; mais si A , B , C ne sont pas 
tous trois égaux , on a nécessairement 

— AA o et X’ — CA o; 

Donc c’est seulement A® — BA qui peut être nul , et dans 
ce cas le lieu des axes instantanés a pour équation 

X® _ C(X’ — CA) _ C(B — C) 
z) ~ A (AA — X’) ~ A (A — B)' 

C’est l’ensemble de deux plans passant par l’axe j , qui est 
celui du moyen moment d’inertie ; ils coupent l’ellipsoïde 
suivant deux ellipses qui sont le lieu des pôles , et par con- 
séquent jouissent de la propriété que la distance du centre 
au plan tangent à l’ellipsoïde en un point quelconque de 
ces ellipses est constante; cette distance est évidemment la 
longueur du demi-axe moyen de l’ellipsoïde. 

Si A® — BA est positif, le cône entoure l’axe des x, et 
l’équation (16) donne 

C(X»— CA)^ C(B — C)_ 

A(AA— X')^ A(A — B)’ 
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donc toutes les génératrices situées du côté des üj posi- 
tifs sont au-dessus des deux ellipses précédentes. Si , au 
contraire, k* — B/i est négatif, elles sont au-dessous. De 
sorte que ces deux ellipses partagent l’ellipsoïde en 
quatre fuseaux tels que quand l’axe instantané se trouve, 
à une époque quelconque, dans l’intérieur de l’un d’eux, 
il y reste toujours et se meut autour de l’axe principal 
situé dans ce même fuseau ; et s’il se trouve dans un des 
plans qui les séparent, il y reste constamment. 

On remarquera que s’il y a deux axes presque égaux , 
l’un des fuseaux devient très-étroit, et la courbe des 
pôles, tout en ayant une grande étendue dans ce fuseau, 
passerait très-près de l’extrémité du petit ou du grand 
axe; il n’y a donc pas toujours stabilité pour l’axe instan- 
tané lorsque dans l’état initial il est très-voisin de l’axe 
principal du plus petit ou du plus grand moment d’iner- 
tie ; mais , s’il n’y a pas deux axes presque égaux , et que 
l’axe instantané soit très- voisin du plus petit ou du plus 
grand , il s’en éloignera très-peu dans tout le cours du , 
mouvement. 

S’il est d’abord voisin de l’axe moyen, la courbe des 
pôles s’éloignera toujours considérablement de l’extré- 
mité de cet axe, et la stabilité n’est plus démontrée. Il 
faudrait pour cela que le pôle ne parcourût pas toute la 
courbe, et cela demande examen. 

La courbe des pôles étant tracée et la vitesse initiale 
de rotation étant connue, ainsi que l’axe instantané autour 
duquel elle a lieu, on peut se représenter facilement le 
mouvement indéfini du corps. En cllet, après un temps 
infiniment petit, on saura de quel angle le corps aura 
tourné; on saurait donc déterminer le point de la courbe 
des pôles qui devient le point de contact avec le plan fixe ; 
on connaîtrait donc le rayon de l’ellipsoïde , et par suite 
la nouvelle valeur de la vitesse de rotation ; on trouve- 
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rait de même la posïlion et la vitesse après un autre iu- 
tervalle de temps iuûnimeut petit, et ainsi de suite indé- 
finiment. 

Il est facile de voir comment on pourrait déterminer la 
courbe formée sur le plan fixe par les positions succes- 
sives du pôle. Nous n’entrerons dans aucun détail à cet 
égaixl. 

118. Seconde représentation géométrique du mouve- 
ment du corps, — L’axe instantané de rotation décrit dans 
l’espace une surface conique qui a son centre au point 
fixe, et pour base la courbe tracée sur le plan fixe par le 
pôle. Admettons qu’elle soit connue: il est facile de voir 
(ju’elle sera toujours tangente à la surface conique liée au 
corps et qui est le lieu des positions de l'axe instantané 
dans le corps. En effet, l’axe instantané sera à chaque 
instant sur ces deux surfaces; elles ont donc toujours 
une génératrice commune. Au bout d'mi temps infini- 
ment petit, une génératrice infiniment voisine, apparte- 
nant au cône mobile , vient coïncider avec une génératrice 
du cône fixe; et comme dans ce mouvement elle ne se 
déplace que d’infiniment petits du second ordre, il s’en- 
suit que si sur les deux cônes on prend, à partir de 
l’arèle commune, deux arêtes correspondantes, distantes 
de la première de quantités infiniment petites dupnanier 
ordre, elles seront distantes l’une de l’autre de quantités 
du second ordre: d’où il résulte que les deux cônes sont 
tangents. D’ailleurs le cône mobile ne glisse pas sur 
l’autre, puisque l’arête de contact est l’axe instantané de 
rotation. Donc enfin le mouvement du corps peut être 
produit au moyen d’un cotte du second degré lié invaria- 
blement au corps , et qui roule sur un autre cône d»nt la 
surface tourne indéfiniment en ondulant autour de l'axe 
du couple résultant. 

1 10. Lieu des positions successives de l’axe du couple 
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vésiihuitt (huis l’intérieur du corps. — Si l’on désigne 
par J"!, Si les coordonnées d’un point quelconque de 
l'axe de ce couple par rapport aux axes mobiles, on aura 
les équations 

fi — ^ Zi — 

Z, Cr ’ Z, Cr 

Les équations (i 2) et ( 1 5 ) conduisent à la suivante 
A (/■’ — A/l) /i’ + B (/■’ — B/i) 7’ -+■ C — CA) r’ = O. 

Éliminant -I ^ entre ces trois équations, on aura l’équa- 
tion de la surface cherchée, qui sera 




C’est un cône du second degré dont les sections perpendi- 
culaires à l’axe du plus petit, ou bien du plus grand mo- 
ment d’inertie, sont des ellipses. 

Si B = C, il est de révolution autour de l’axe des x. 
Si A = B, il l’est autour de l’axe des z. 

Si A = B = C, on a /î* = A/i; les écpiations (20) et (21) 
sont identiques, et l’équation qu’on en avait tirée n’ap- 
prend plus rien; mais les deux précédentes deviennent 

I P Zi -~L 

Z, r Z, r ’ 

ce qui montre que l’axe du couple résultant et l’axe 
instantané de rotation se confondent. C’est ce que l’on 
aurait déduit aussi de la formule qui donne l’angle de ces 
deux directions. C/est le cas où le mouvement a Heu au- 
tour d’un axe invariable. 

120 . Formules diverses . — On peut obtenir des relations 
utiles en identifiant les seconds membres des équations ( 4 ) 
avec les sommes des projections sur ir, des quantités 
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U, t', IV, données par les équations (5). En égalant de part 
et d’autre les cocflScients de x,, j,, z,, on obtient les neuf 



équations suivantes : 










f da , 


da' ,, 


da" 






^-=.br-cq, 


-=br-cq. 


-T-=h"r 

de 


— c"q. 




\db 


dh' , 


db" 




(' 8 } ( 


> — =:cp — ar, 
idc ^ ’ 


^^ = cp~ar. 


H 

^=^cp 


— a"r. 




'de 


de' 


de" 






~ = aq~bp. 


f. 

-0 

1 

"a 

II 

h 


— - ’=za q 
dt ^ 


-b"p. 



On tire encore de ces équations les trois suivantes : 



pda qdb -+- rdc ~ o, 
pda' -I- qdb' rdc’ = O, 
pda" ■+■ qdb" rdc" = o. 



Calcul du cas particulier où le corps nest sollicité par 
aucune force extérieure. 

121 . S il n’existe aucune force extérieure, on a 
L = o, M = o, N = o, 
et les équations (lo) se réduisent à 

I dp 

A f = (B - C)qr, 

® = (C — A)r/^, 

C ^ = (A — V,)pq. 



Si l’on mulliplic la première par/;, la seconde par < 7 , la 
troisième par et qu’on les ajoute, on obtient 



dp dq dr 

di ^ dl ^ dt = 
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d’où, eu intégrant, 

(9.0) + B7’ -t- Cr’ =: h, 

/i désignant une constante arbitraire, qui, d’après ce que 
nous avons trouvé précédemment , est la somme des forces 
vives du système. 

On aura une autre intégrale en multipliant respecti- 
vement les équations (19) par Ap, By, Ci' et les ajou- 
tant. En effet, on trouve d'abord 



d’où 

(ai) 



dp dq ^ dr 

AV. - + m, -- + cv _ = O, 



BV/’ -t- C’r’ 






A' désignant une nouvelle constante arbitraire, qui est, 
comme nous l’avons vu, le moment du couple résultant 
des quantités de mouvement du système. Ces deux con- 
stantes /i et A, ainsi que les valeurs initiales de p, q, r, 
sont faciles à déduire des données initiales. Eu effet, la 
direction de l’axe du couple résultant et son moment sont 
connus , soit que l’on donne les forces instantanées qui 
produisent les vitesses initiales, soit qu’on donne ces 
vitesses mêmes. Ainsi d’abord A est connu; ses couples 
composants par rapport aux axes X,, Y,, Z,, dont la posi- 
tion initiale est donnée, sont donc aussi connus; et comme 
leurs moments sont respectivement Ap, B<7, Cr, il en 
résulte que p, 17, r sont connus en grandeur et en signe, 
au commencement du mouvement. Donc aussi , d’après 
l’équation (20), la constante h sera elle-même connue. 

Si l’on tiie des équations (20) et (ai) les valeurs de 
P et <7 en /•, et qu’on les reporte dans la troisième équa- 
tion (19), on obtiendra une équation qui donnera t en 
fonction de r au moyen d’une quadrature. On trouvera 
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1 .^) + /.^_aA+C(A-C)/-^ 

^ ^ A(A- B) ^ B(B — A) 

Quant aux signes qu’on devra prendre pour p, tj, r, ils 
sont connus, dans l’état initial, d’après la position de 
l’axe du couple résultant relativement aux axes princi- 
paux, qui sont eux-mêmes connus à cet instant. Les cosi- 
nus des angles que fait l’axe de ce couple avec les trois 

directions étant les valeurs et les signes de 

ç, r sont connues à cette époque. Les équations (19) 
donnent les dérivées de p, <7, r en fonction de ces quanti- 
tés; elles conservent leur signe primitif tant que p, y, r 
conservent le leur, et, par suite, ces dernières quantités 
varient toujours dans le même sens tant qu’aucune d’elles 
ne devient nulle. Si , par exemple , p passe par zéro , la 

première des équations (19) donnant la valeur de ^ à cet 

instant, apprend quel va être le signe de p immédiate- 
ment après , et l’on raisonnera de meme toutes les fois 
(pi’une des trois quantités deviendra nulle ; on n’aura donc 
jamais d’incertitude sur les signes de p, y, r. 

Les valeurs de (j données par les équations (22), étant 
reportées dans la troisième équation (19), donnent, en sup- 
posant , pour fixer les idées, que l’on doive prendre le 
même signe pour p GKj, 



(z3) dt = 



C^KÜdr 

v//»— BA -f- C ( B — C)/-’ \jMi — /’-f- C(C — A) /•>’ 



L’intégrale du second membre ne peut être obtenue 
généralement; elle dépend des fonctions elliptiques. Elle 
devient intégrable si deux des trois quantités A , B , G sont 
égales, ou si k* est égal à une des trois suivantes Ah, BA, 
CA, et nous avons vu cpie ce ne peut être qu’à la moyenne. 



Digitized by Google 




DEUXIÈME ANXÊK. DYNAMIQUE. Ig3 

Kii supposant qu’un ait intégré l’équation (a3) , on 
aura t en fonction de r, et la constante sera déterminée 
par la valeur initiale de /■; on en conclura r en fonction 
de t, ainsi que p et d’après les équations (22). 

Il ne reste donc plus, pour avoir la solution complète 
du problème, qu’à connaître les angles 0, au moyen 
de /», <7, r; et nous avons pour cela les trois ctjuations sui- 
vantes, démontrées dans les préliminaires: 



(’4) 



(Id . . . d-it 

t> = cos O — 4-sin ®sin9— 
^ dt ^ dt 

dd . 

q — — sin -H co$(p sinS — 

' ^ iU dt 



f/Ji dh 

r = cos d 

dt dt 



On pourra encore faire usage des formules (i 3), dont une 
rentre dans les deux autres. 

Mais, pour plus de simplicité, il conviendra de pren- 
dre l’axe du couple résultant pour Un des axes de coor- 
données , par exemple pour axe des z. 

Les premiers membres des équations (i3) ne sont alors 
autre chose que a", h'\ c", et , d’après les Valeurs de ces 
dernières en fonction de f , 0, ij/, données dans les préli- 
minaires, ces équations deviennent 



(25) 



-t 

k 



= sin 6 sin ip , 



57 

k 



= sinScosip, 



— = cosô. 

A' 



Ces équations déterminent donc cosO et tarig^ en fonction 
de r, et par suite de t. Ces lignes trigonométriques 
étant connues à chaque instant, sans ambiguïté de signe, 
les angles eux-mèmes, qni varient d’mte manière continue, 
seront complètement déterminés. Il ne reste donc plus 
qu’à connaître l’angle tp, et , pour cela , on fera usage des 
a' annve. 1 3 
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f/O 



ôquations (m i). Kii éliminant — dus deux jirtmiièn'S , on 
t>l)lifnl 

■ 

+ q cos» = sin 9— i-» 

' ■ ' ■ lit 



d’e 



-t- Hi/-' . . 

y --—. — = Siii9-p, 
A sni9 (It 



, . f/-i , / CV ’Nfti 
A;/-’ + B,y^ = / sn. ^9 = A — j - = - 1., c 



on lire de là 
{:>.(>) 



f/-i 



X (// — oq 
X’— = 



f*. 



Si l’on l einel maimenaiil pour dt sa valeur donnée par 
l’équation (a3), ou aura, sans ambiguïté de signes, d’après 
les discussions préeédeti les, la valeur de c/il/ en fonction 
de / et dr. L’angle tji sera donc connu en fonction de r et 
par suite de t, par une intégration qui se réduit aux fone- 
lions elliptiques, et pourra être elfccluée exactement dans 
les mêmes cas que celle qui se rapporte à df. La constanttî 
se déterminera par les valeurs initiales de ip et r. 

Cas jiailiailier oit A = IL 
122. Dans ce cas, les éijualions (ly) se réduisent .à 



f/r 

Jl 



^ O, d’où r = II, 



Il étant une constante déterminée par l’étal initial , et 



(») 

(*5) 

d’oi’i l’on tire 



'IIL 

i/c 



A — t: 

- III,, 



i/i, C — A 



lit ■ 

4 

(it 



A 

iL, 

(U 



n]>-. 
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l't , par suitf , , 

+ q- =z in\ 

m’ étant une constante arbitraire. 

On voit donc que la vitesse angulaire sera constante, 
quoique p et q ne le soient pas; elle aura pour valeur 

U = ■+■ n'. 



Les équations (20), (-21) auraient donné les mêmes résul- 
tats. Pour avoir p en fonction de t, on éliminera q entre 
les équations (a), (S), en diflérentiant la première et y ro- 

mcttani pour ^ sa valeur tii-ée de la seconde. 



On trouve ainsi, 



A— C 

en posant — ^ a. 



<1 où 



d‘i> 

— -h = O, 



p = M sin (ixnt f’. 



M et £ étant des constantes arbitraires; 011 aura par suite 
7 = ^ = M cos ( u.nt -t- s) , 

fin lit U- / ^ 

et eoinme. p“- q' = on aura 
M = zh m. 

Eu considérant donc comme susceptible d’un signe quel- 
conque la constante arbitraire m, on aura pour p, q les 
valeurs suivantes ; 

[q) p'= wsin([inf 4- s), 7 = /ncos(ftnr -f- s); 

pour déterminer les constantes m, e, soient poi qa les va- 
leurs initiales de p et <7, nous aurons 

/),= /nsine, 7, = ;«cost, m =±\'p\ q\. 

T/angle e sera déterminé quand ou aura choisi le signe 

i3. 
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(le /», puis(]UL‘ l’on coiiiiaitra son sinus et son cosinus. Le 
changement de signe de m ferait seulement varier s de 
1 8o degrés ; ainsi on sera libre de prendre pour m le signe 
que l’on voudra; nous choisirons, par exemple, 

m ==-+- \Jp\ + q\. 

(Cherchons maintenant les angles 0 . 

Les équations (aS) donnent 

ros6 = ^i tangy = - = tang((i/»r+ s). 

A q 

Deux arcs qui ont même tangente ne peuvent dilférer que 
parut! nombre entier de demi-circonférences. Donc ij» et 
pyj/ -4- £ ne dillièreni que d’un multiple de tt qu’on peut 
choisir arbitrairement. Introduisant de préférence la va- 
leur initiale fo de f, on aura évidemment 



Ÿ = f. -H ft'it. 

L’équation (26) devient 



et donne 



7(^-0,^) 

^ A’ — C’n’ ^ 



ifo étant la valeur initiale connue de ip. 

La valeur constante de cos 6 nous apprend que l’axe de 
révolution de rdlipsoïde central décrit une surface co- 
nitpie droite autour de l’axe fixe du couple résultant, et 
que, par conséquent, le plan de l’écjuatcur conserve une 
inclinaison constante sur celui du couple résultant. 

La valeur de 'p montre que la trace de l’équateur de 
cet ellipsoïde sur le plan fixe du couple résultant se meut 
uniformément, et que par conséquent l’axe de révolu- 
tion décrit aussi uniformément sa surface conique. La 
valeur de ip prouve qu’un rayon déterminé quelconque de 
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l’équateur se meut uniformément par rapport à la trace 
variable de l’équateur sur le plan du couple résultant. 
Mais la vitesse angulaire de ce mouvement , qui est /xn , ne 
doit pas être confondue avec la vitesse angulaire du corps , 
qui est v/w* + 

Enfin l’axe instantané fait avec l’axe des z, un angle 

constant, puisque son cosinus est- ” — ; il trace donc 

un cercle sur l’ellipsoïde de révolution. 

Ou remarquera de plus que l’aarc- instantané, l’axe de 
révolution et l’axe du couple résultant sont constamment 
dans un même plan. Il suffit de prouver pour cela que 
les cosinus des angles que l’axe instantané et l’axe du 
couple résultant font avec les axes des x, et sont pro- 
portionnels; car alors ils seront dans un plan passant par 
l’axe des z, , qui est l’axe de figure. 

Le rapport des deux premiers cosinus est - ; le rapport 
a" ^ 

des deux autres est et , d’apres les équations (25), il est 



égal à ^ 



ou -, comme il fallait le démontrer. 
<1 



Cas particulier où A* = Bh. 

123 . Nous avons vu que, dans ce cas, le lieu des axes 
instantanés ne pouvait être que l’une des deux ellipses 
dont les plans sont représentés par l’équation 

— C. 

t] A — B" 

tirant des équations (20), (21) les valeurs de /> et r en 
fonction de on trouve 

’ - BV’) _ (B - A) - ÜY) 

BA(C-A) ’ - BC (C - A) ’ 
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i'c]uatioiis qui iiioiitn iit que l’on aura touj^ur» 

X' — ou 
on en conclura 



dt BV ÂC 






d’où, en supposant positif, 

^ B» v 'AC dq 

v'iC — B)(B — Â) A' — B’ç’‘ 

En posant 

k 2XyiC — bT(B — A) 

B~"'’ b7ac' 

on trouve, en désignant par a. une constante arbitraire , 



d’où l’on tire 




m + y 



q-:=zm 



nf^^. 



Si l’on désigne par la valeur initiale de <], on aura 






t» (a — I ) 

: 5 

a -H 1 



m — q. 



et, par suite , 

im + + 7o — m 

qz= m — — — — 

[m -t- </,) C'“‘ + m — q^ 



Au moyen de cette valeur de c/, ou connaitra p et r en 
fonction de /. 

Les équations (a 5 ) feront donc cotinaître S et 15) au 
moyen de t. L’équation (26) donnera , en remettant pour / 
sa valeur en fonction de c/, 




(C — B)/h--I-{B — A)«/^ 

A 'C— B} ni C ^ B — A) r/‘ ' 
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<'i‘ qui s iiilégi'cra sans peine en substiliiani la \aleur de 
eu/. Aniesurcque/eroîl iiidéfininicnl,(y lend vers la liniile 

/! . .... 
in ou - , el par conséquent p et r vers zéro. J. axe instan- 
tané de rotation tend donc alors vers le prolongemeni 
de l’axe moyen de l’ellipsoïde, sur lequel sont comptés 
les y, positifs. On a donc ici, comme l’a annoncé .M. Poin- 
sot, le cas remarquable, où l’axe instantané étant pris 
<l’abord très-près de l’axe du moment moyen, ne s'en 
écarterait jamais que très-peu, et même s’en rapproche- 
rait iudéiiniment. 

Mais il faut faire une observation importante. La va- 
leur limite de q est -+- g lorsque le signe de rlq est positif 

comme nous l’avons supposé 5 cela exigeait <jue /> el r 
eussent des valeurs initiales de même signe, et alors ces 
signes se conservaient parce que p ou r ne peuvent deve- 
nir nuis que si devient égal à m*, ce qui n’arrivera que 
pour / = 00 . Si , au contraire, p et r avaient été donnés 
de signes contraires dans l’état initial , ou aurait pris pour 
la valeur àcdq le signe contraire à celui qu’on a pris, ce 
qui revient à changer p en — p dans le résultat. On trou- 
verait alors — /n pour limite de q-, de sorte que l'axe 
instantané tendra vers l’un ou l’autre des deux sens oppo- 
sés de l’axe moyen de l’ellipsoïde, suivant que /> et / se- 
ront donnés de mêmes signes ou de signes contraires dans 
la position initiale, ou, eu d’autres termes, suivant que 
Taxe instantané, dans sa position initiale, fera, avec les 
axes des./', et des a, positifs, des angles à la fois aigus ou 
obtus, ou bien l’iin aigu el l'autre obtus. 
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HYDROSTATIQUE. 



124. On désigne sous le nom de fluide un assemblage 
de points matériels en nombre considérable, situés à des 
distances assez petites les uns des autres, pour qu’on 
puisse , sans erreur sensible , regaixler comme continue 
la matière qui les compose, excepté dans les cas où l’on 
considère des actions qui varient sensiblement d’une mo- 
lécule à l’autre. On suppose de plus que toqs ces points 
puissent être déplacés par le moindre effort et entraînés 
h d<;s distances quelconques les uns des autres. Cette hypo- 
thèse d’une parfaite mobilité n’est pas entièrement exacte, 
et conduirait quelquefois à des résultats peu conformes à 
l’expérience, quand il s’agira du mouvement ; mais, dans 
l’équilibre, on peut la regarder comme exacte, sans qu’il 
en résulte aucune erreur sensible. 

Les fluides se divisent en liquides, et en gaz ou fluides 
aérifonnes. Les premiers sont aussi appelés fluides incom- 
pressibles, parce que l’on a eru longtemps qu’il était im- 
possible de diminuer leur volume par la pression; mais 
on a reconnu , depuis , qu’ils étaient réellement compres- 
sibles à un très-failde degrç. 

La partie de la Statique qui s’occupe de l’équilibre des 
fluides de toute espèce se nomme Hydrostalùine. 

125. Lorsqu'un liquide, renfermé dans un vase ouvert 
ou fermé de toutes parts, est en équilibre sous l’action de 
forces quelconques , il exerce une pression sur les parois 
du vase qui l’arrêtent. Cette pression peut varier d’un 
point .T un autre; pour la définir avec précision, on con- 
sidère une étendue infiniment petite de la paroi, et l’on 
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suppose que la force qui s’exerce sur elle se reproduise 
avec la même intensité et dans la même direction sur tous 
les éléments d’une surface plane égale à l’unité : la force 
résultante est ce que l’on appelle la pression du liquide 
au point de la paroi que l’on considère. On voit que ce 
n’est autre chose que la limite du rapport de la force 
produite sur l’élément inflniment petit à l’aire de cet 
élément. 

On peut regarder comme un résultat de l’expérience, 
ou comme une conséquence de la disposition uniforme 
des molécules du fluide les unes autour des autres, que la 
direction de la pression est toujours perpendiculaire à 
l’élément de surface sur lequel elle s’exerce; et comme 
l’action et la réaction sont toujours égales , il existe en 
sens contraire une pression égale dans l’étendue du même 
élément. Ce fait peut encore être considéré comme ren- 
trant dans cet autre plus général , que des corps en con- 
tact n’exercent l’un sur l’autre que des actions normales, 
quand leurs surfaces n’ont aucune adhérence ni frotte- 
ment. Car, lors même qu’un liquide serait susceptible de 
s'attacher à la paroi, on pourrait regarder la couche 
exti-èuiemcnt mince qui y adhérerait, comme faisant partie 
de la paroi , et le reste du liquide comme pouvant libre- 
ment glisser sur elle. 

Nous admettrons, comme résultat de l’expérience, 
une autre propriété fondamentale des fluides, qui con- 
siste en ce que , si une certaine quantité de fluide , en équi- 
libre sous l’action de forces quelconques, remplit exacte- 
ment un vase fermé de toutes parts, et qu’au moyeu 
d’un piston on exerce sur une portion de la surface de ce 
fluide une pression quelconque , elle est transmise avec 
la même intensité sur toute portion équivalente de la sur- 
face des parois; de sorte que sur deux parties inégales, la 
pression est en raison directe de leurs aires, pourvu que 
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CCS surl'au's soient planes; dans le cas de siiilaces courbes, 
il n’en serait ainsi que pour des portions inllnimenl 
petites. 

Ces propositions s'étendent aux pressions intérieures 
aussi bien (ju’à celles qui s’exercent sur les parois. Car 
ré(|uilibre ne serait pas troublé, et les cHbrts reste- 
raient les mêmes, si l’on supposait que , dans une partie 
(|uelconque du liquide , tous les points fussent liés invaria- 
l)lemeut et constituassent un corps solide. On peut donc, 
en un point quelconque de l’intérieur, et dans une direc- 
tion quelconque, supposer une pai-oi solide; par consé- 
<[ueiit, la pression exercée sur un élément plan de eetfc 
paroi lui sera normale, quelle qu’en soit la cause. De 
plus, si cette pression provient d’une autre piTSsion exer- 
cée à la surface du Iluide renfermé dans un vase plein , 
elle sera égalé .à la première pour une étendue égale en 
surface. On conclut .de là que les propositions admises 
pour les pressions des fluides sur les parois des vases qui 
les renferment , s’appliquent aux pressions exercées dans 
leur intérieur sur toute portion de surface que l’on y 
voudra considérer. 

Enfin, on <lé>duira facilement de là qu'en un point 
«(iieleonque du fluide, la pression est la même. <pieile 
<|ue soit la direction de rélémeni de surface sur lequel 
<-lle s’exerce; car, si l’on conçoit autour d’un quelconque 
de ses points un polyèdre infiniment petit formé par le 
liquide, et qu’on le regarde d’abord comme .solidifié, il 
est en équilibre sous l’influence des pressions exeieées à sa 
surface et des forces qui sollicitent ses points intérieurs 
proportionnellement à leurs masses. Ces dernières peuvent 
être considérées comme parallèles, 'et ont par con.sé(pienl 
une résulianU! dont rinleiisilé sera proportionnelle à la 
masse du polyèdre qui est un infiniment petit du troi- 
sième ordre; et comme ses faces .sont des infiniment petits 
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du second ordre, et qu'il en est de même des pressions 
qu’elles supportent, l’tkjuilibre pourra être considéré 
comme existant sensiblement entre ces pressions seule- 
ment. Si maintenant on rend au polyèdre sa fluidité pri- 
mitive, et qu’on solidifie le reste du liquide, qui devient 
alors comme un vase polyédricpie fermé de toutes parts 
et rempli de liquide, rien ne sera changé dans les actions 
mutuelles des molécules et par conséquent dans les pres- 
sions qu’elles produisent. Or, il résulte de la propriété 
générale des fluides, que les pressions sur les parois sont 
égales pour des éléments égaux en surface , quelle que 
soit leur direction; et comme tous ces éléments de sur- 
face se rapprochent indéfiniment de passer par le point 
considéré dans le liquide, on eh doit conelure que, 
quelle que soit la direction d’un élément plan, passant 
par un point quelconque d’un fluide en équilibre, la 
pression exercée sur lui et rapportée à l’unité de surface 
est toujours la même. 

126. Si l’on suppose un fluide incompressible renfermé V: 
dans un vase Immobile et soumis à des pressions produites 
sur sa surface par un nombre quelconque de pistons , le 
principe des vitesses virtuelles aura lieu dans le cas de 
l’équilibre de ces forces, en regardant comme conditions 
du système que le fluide reste continu, de volume con- 
stant, et toujours en contact avec les bases des pistons. 
Soient, en efl’et, n, etc., les aires de ces bases; les 

pressions produites par ces pistons, rapportées à l’iinité 
de surface, seront égales; et si l’on désigne leur Aaleur 
par P, les forces appliquées h la surface du liquide- seront 
respectivement «/>, a'p, a"p, etc. Soient d/>, âp', tî/»" les 
vitesses virtuelles des points d'application de ces forces 
estimées suivant leurs directions; elles seront assujetties 
à la condition que le volume du litpiidc n'ait pas varié 
par ce déplacement, et f|u’il ne se soit opéré aucun vide; 
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aSp + a'ip' -J- a"Sp" + . . . = o, 
et, par suite, 

apSp -f- a’pSp ' -H a "pSp " + . . . = o, 

ce qui prouve que la somme des moments virtuels des 
forces est égale à zéro. 

Equations générales de l'équilibre des Jluides. 

127. Soient X, Y, Z les eomposantes de la force, rap- 
jKirtée à l’unité de masse, qui agit au point dont lescooiv 
données sont a:, c; désignons par p la densité du li- 
quide, et par p la pression en ce point, rapportée à 
l’unité de surface j p et p sont des fonctions de x, j', z 
(jue l’on se propose de déterminer quand l’équilibre est 
établi 

Si au point dont les coordonnées sont x, y, z on con- 
çoit un parallélipipèdc dont les arêtes soient parallèles 
aux axes et respcctivenieni égales aux dillérentielles dx, 
dy^ dz , sa masse dm sera égale à pdxdjdz et sera solli- 
citée par les trois forces 

f^lxdydz, pYdxdfflz, pZdxdjrdz; 

ses six faces seront sollicitées par des forces parallèles aux 
axes, et dirigées vers l’intérieur de son volume. Si l'on 
considère d’abord les deux faces parallèles au plan des 
X et J, dont l’une passe au point dont les coordonnées 
sont .r, y, z, et l’autre au point qui a pour coordonnées 
X, y, z-\-dz 1 la pression exercée sur la première est 
pdx dy\ et sur la seconde elle est 

^dxdy[,,+±J-^. 
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^ élanl la dérivée partielle de p par rapport à s. Cliaeuue 

d’elles peut être regardée comme constante dans toute 
l’étendue de la face correspondante , sans qu’il eu résulte 
d’erreur dans les équations, considérées à la limite. Les 
deux forces auxquelles se réduisent les actions exercées 
respectivement sur ces deux faces sont donc des forces 
directement opposées, et elles se composent en une seule, 
parallèle à l’axe des z et égale à 

-,lxdydz±. 



De même, les pressions parallèles h l’axe des y et à l’axe 
des X se réduisent aux forces 



— <Lx(ly(lz~^t — dxdydz 

Ces trois forces peuvent être considérées comme agissant 
au centre du parallélipipède, ainsi que la résultante des 
forces appliquées à tous les points de sa masse, puisque 
ces forces doivent être regardées comme constantes de 
grandeur et de direction, et que la densité peut être sup- 
posée la même en tous les points du parallélipipède. Il est 
donc nécessaire et suffisant , pour son équilibre , que les 
forces parallèles à chacun des axes soient en équilibre 
entre elles, ce qui donne les trois équations 



(') 



<‘P _ .X 



‘‘p _ „Y ‘‘P ■ 
dy~‘^’ dz' 



:pZ. 



.Multipliant ces équations respectivement par dxy dy, dz. 
et les ajoutant, il vient 

(2) dp — Ÿ (X.dx -j- Ydy Zflz) ; 

ce qui apprend que si le fluide est en équilibre, l’expres- 
sion 

P (\d.t +- Ydy y- Zdz) 
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est la tlidéroutii'llu totale d'une fonetioii de r, j, s, ei 
que cette roiiction donne nécessairement l’expression de la 
pression, à une constante arbitraire près. 

Désignons cette fonction par F z), l’équation (a) 

donnera - 

(3) = F (x, j,î)-4-C, 

(’ étant une constante arbitraire que l’on pourra déter- 
miner si l’on connaît la pression en un point donné. Si 
le fluide n’est pas renfermé dans un vase fermé de toutes 
parts et exactement rempli , il sera nécessaire qu’à la par- 
tie libre de la surface il y ait une pression extérieure dont 
la valeur soit donnée par l’équation (3), et qui soit diri- 
gée en chaque point vers l’intérieur du liquide. 

128. SuiJ'arcs de niveau . — Dans un fluide en équi- 
libre, on appelle surface de niveau toute surface telle 
que la résultante des forces qui agissent sur le liquide lui 
soit normale en chacun de scs points. 

Si donc on désigne par c/.r, dj dz les accroissements 
infiniment petits que pretmeiit les coordonnées x, y, z 
d’un point quelconque d’tine de ces surfaces quand ou 
passe à un autre point de cette même sui'face, on aura la 
condition 

Xda: -f- Ydf -f- 2,<lz = o ; 

c’est l’équation dill’érentielle de toutes les surlaces de 
niveau. 

Il en résulte, eu vertu de l’équation (a), que pour tous 
les points d’une même surface de niveau, on a 
dp = o, 

et (jue par conséquent la pression y est constante. Cette 
propriété remarquable pourrait servir de définition à ces 
surfaces, et celle qui est exprimée par l’équation (4) en 
si'rait une conséquence immédiate. 
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l/|•^|uaUou (iiii<; îles siirfari‘s de niveau sera , 
i;naiu par r une ('imstanu; arbilraii’e, 

K(./', 7', ;; — r, 

) , c) étant toujours la fonetioii dont la didérentielle 
est 

p(Xrfj.' + Yiljr + Zih). 

Si la constante c prend successivement toutes les valeurs 
possibles, on obtiendrà toutes les surfaces de niveau, ('.es 
surfact's remarquables ne peuvent se rencontrer si des 
valeurs finies de .r, y, z donnent toujours .à la fonction 
F(.r, y, s) des valeurs finies et déterminées; car alors on 
nesaurait avoir en même temps 

F(x, X, = c-, et F (.r, _r, z) = c" , 
cet c étant dilférents. 

S'il en était autrement, les conséquences précétientes 
ne subsisteraient plus. Aux points où deux surfaces de 
niveau se rencontreraient, la pression serait indétermi- 
née, et par conséquent on ne pourrait plus dire (|uc la 
pression serait constante dans toute l’étendue d'une même 
surface de niveau. Nous ne considérerons pas les cas 
(îxceptionncls où ces circonstances se rencontreraient. 

Si la surface libre du liquide est soumise .à une pression 
constante en totis ses points, elle est elle-même une sur- 
face de niveau. 

129. Si Xc/lr -t- Yr/) -H Zt/z est la dilférentielle totale 
d’une fonction (j) de x, y, s, comme cela a lieu par exem- 
ple quand les forces données sont dirigées vers des cen- 
tres fixes, et ne dépendent que de la distance à ces cen- 
tres, l’équation (a) peut se mettre sous la forme 

(5) rip = aitrf. 

l.e premier mcnibie de cette éifuation est la dilférentielle 
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(l’une fonction tics variables indépendantes .r, j', s ; il en 
est de même de d'^ ; donc , pour que le second membre soit 
identique au premier, il est nécessaire que p soit une fonc- 
tion de 9 ; mais cette fonction peut avoir une forme quel- 
conque. 

Ainsi la densité sera constante en même temps que f, 
c’est-à-dire pour tous les points d’une même surface de 
niveau; cl ces surfaces partagent le fluide en couches où 
la pression et la densité ne varient pas. 

130. Dans le cas des fluides compressibles, la densité 
dépend de la pression. Soit alors p=J'(^p'), l’équation (5) 
devient 




La constante se déterminera par la valeur donnée de la 
pression en un point connu; on pourra tirer de là p, et 
par suite p en fonction de ip , et l’on connaîtra la den- 
sité et la pression relatives à une surface quelconque 
de niveau. 

Supposons par exemple qu’il s’agisse d’un gaz ; on aura, 
d’après la loi de Mariotte , 

P — 



'A étant dépendant de la température , que nous regarde- 
rons d'abord comme constante. L’équation (5) donnera 



( 6 )' 



dp 

7 = T’ 



d’où 




T 

V 



C étant une constante que l’on déterminera par la valeur 
de p correspondante à une valeur connue de ij>. 

La dernière équation peut se mettre sous la forme 

9 

p = Cr\ 
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Cl l'on aura par suite 




Si la température n’est pas constante, h sera variable, et 
lorsque l’équilibre sera établi, l’équation (6) apprend 
que k ne pourra être qu’une fonction de çp, et que par 
conséquent la température sera constante pour tous les 
points d’une même surface de niveau. La pression et la 
densité seront déterminées par les formules , 




En considérant la terre comme sphérique, et en faisant 
abstraetionde son mouvement de rotation , la force appli- 
quée aux molécules de l’air est dirigée vers le centre, et 
par conséquent les surfaces de niveau seront des sphères 
concentriques avec la terre. L’équilibre de l’atmosphère 
exigerait donc que la température ffit partout la même h 
égale distance de la surface de la terre, ce qui ne saurait 
être à cause de la présence du soleil^ d’où il suit que cet 
équilibre ne saurait avoir lieu. 

131. Au lieu de considérer un liquide eü équilibre, 
à l’état de repos, ou animé d’une vitesse commune à tous 
ses points, on pourrait supposer qu’il tourne uniformé- 
ment autour d’un axe fixe , et chercher les conditions pour 
que tous ses points ne se déplacent pas les uns par rapport 
aux autres. 11 suffira pour cela, d’après le principe de 
d’Alembert, qu’il y ait équilibre en chaque point entre 
les forces données et les forces égales et opposées à celles 
qui produiraient sur chaque point libre le mouvement 
qu’il a réellement, c’est-à-dire aux forces centripètes. 

L’équilibre a donc lieu entre les forces données et les 
forces centrifuges considérées comme appliquées aux mo- 
2 *' année. ‘ >4 
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Iccules olU's-mènH-s. Si la vitesse angulaire est désignéi; 
par w, les composantes de la force centrifuge seront o)*o', 
rô’jy, parallèlement aux axes des x et des j , et la troi- 
sième sera nulle si l’on prend l’axe de rotation pour 
axe des z. On aura donc, pour déterminer la pression, 

///> = P (Xrf.r -4- -t- "Ldi -f- u’jrrfx -4- ’ti'y'dy ). 

' Les termes introduits par la force centrifuge devront donc 
former une différentielle exacte conjointement avec 

p{Xdx -t- Ydy -T- Zdz). 

Les surfaces de niveau auront pour équation commune 

’Xdx -^Ydy -\-7,dz-\-a‘[xdx + ydr)=zO, ou f=c, 

en désignant par ç la fonction de .r, j', z dont le premier 
membre multiplié par p est la différentielle, et par c une 
constante arbitraire. 

Si la surface libre du liquide, homogène ou hétérogène, 
est soumise à une pression constante, elle sera elle-même 
une surface de niveau, et son équation sera comprise 
dans l’équation générale — c. Si donc on connaît le vo- 
lume total du liquide, et la forme du vase dans lequel 
il est renfermé, la valeur de la constante c se trouvera 
déterminée, comme nous allons le voir dans quelques cas 
particuliers. 

132. Supposons un liquide homogène pesant, dont la 
surface libre soit soumise à une pression constante P, et 
qui se trouve renfermé dans un cylindre vertical dont le 
rayon de la base est a, dans lequel il s’élève à une hau- 
teur Zt, dans l’état de repos. Prenons pour axe des z l’axe 
de ce cylindre dans le sens opposé à la pesauteur. 

On aura alors 

X = O, Y = O, Z = — i-, 
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et l’c-qualion ( 7 ) devient 

<ip = — g[‘dz +■ pM’ {xdx + ydy). 

L’équation générale des surfaces de niveau sera 
— gdz 6)’ {xdx -t- ydy) = 0 , 

d’où 

x^-i-y^ = ^{z—c), 

c étant une constante arbitraire. 

Cette équation représente des paraboloïdes de révolu- 
tion autour de l’axe des z, et c est la hauteur de leur 
sommet au-dessus du plan de la base. 

La surface libre, étant soumise à une pression con- 
stante, est une surface de niveau, et son équation s’oIj- 
tiendra en donnant à c une valeur particulière conve- 
nable , dans la dernière équation. Cette valeur s’obtiendra 
en calculant le volume du liquide terminé à la surface 
qu’elle représente, et égalant Ic-résultat à traVi. Ou 
trouve pour son expression 



Kfl’s — ^ — c)’. 



Z étant la valeur correspondante au point où la paraboit; 
génératrice rencontre le cylindre, valeur qui est égale à 

<7’m’ 

C -4* 



On aura donc, pour déterminer c, l’équation 

Trrt’to* 



TTfïV/ = TT/7'C 



d’où l’ou tire 



4g ’ 



^ a eu’ 

4g 



'4 
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I/oqualion de la surface qui termine le liquide est donc 

2.S I fl’w’ \ 



Il reste maintenant à déterminer la pression en un point 
(|uelconquc. Or, en intégrant la valeur de on trouve, 
en désignant par c une constante arbitraire, 



yj = — ^pz + P ^ (x= +7') -h c', 

et l’on déterminera c en exprimant qu’à la surface on a 
P — V\ on trouve ainsi 



d’on 



„ fl-wV , 

P = — — gph 



c' = P ^pA, 



ce qui donne la solution complète de la question. 

On peut observer que, lorsque le liquide part du repos 
et parvient à sa position d’équilibre dans le mouvement 
de rotation , le point de la surface libre qui était sur l’axe 
s’est abaissé autant que les points en contact avec le 
cylindre se sont élevés. En clfet, la hauteur c du sommet 

du paraboloïde qui termine le liquide est égale à h — 

et la hauteur des points du paraboloïde qui sont sur la 
surface du cylindre est 



c-i > ou A + -;r— • 



Or ces deux bautciirs dilfèrcnt de la hauteur primitive h , 
de la meme quantité 

133. Proposons-nous maintenant le cas où les molé- 
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cules du liquide renfermé dans le vase seraient sollicitées 
par une force dirigée vers un point flxe et proportionnelle 
à la distance à ce point. 

Si nous désignons par fx la valeur de cette force à 
l'unité de distance, et que nous prenions pour origine le 
point fixe vers lequel elle est dirigée, ses composantes 
seront 

— fix, — ur, — jxï. 

Les composantes de la force centrifuge seront, en dési- 
gnant par b) la vitesse angulaire, 

w'x, w’j", 

l’équation dill’érentielle des surfaces de niveau sera donc 
(w’ — fl) {x(Lc -f- = o , 

d’où 

» H W* 

c désignant une constante arbitraire. 

Les surfaces de niveau sont donc des surfaces du se- 
tond degré de révolution autour de l’axe de rotation. 

Elles seront des ellipsoïdes tant qu’on aura a>* << p. 
Elles deviendront des plans perpendiculaires à l’axe 
lorsque l’on aura ta’ = p , et c’est ce que l’on peut vérifier 
immédiatement. 

Enfin, pour les vitesses angulaires plus grandes que 
c’est-à-dire telles que l'on ait on a des hyperbo- 

loïdes à deux nappes ou à une nappe , suivant que c sera 
négatif ou positif. 

Dans tous les cas , la valeur de la constante sera déter- 
minée eu calculant le volume de liquide compris entre la 
surface du vase et une des surfaces de niveau, et en l’éga- 
lant au volume de la masse donnée de liquide. 

Dans le cas de w’ > p, la grandeur de ce volume déter- 
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iniac noii-sculcment la valeur absolue , mais encore le 
signe de cette '-oiistante, c’est-à-dire fait connaître si 
l’hyperboloïde est à une ou à deux nappes; et il est facile 
de s’en assurer généralement. 

Pour cela, considérons une valeur quelconque de w et 
prenons pour c une valeur négative; l’hyperboloïde sera 
à deux nappes , et la surface libre du liquide sera concave , 
sans quoi la pression n’y serait pas dirigée vers l’inté-r 
rieur. Si noits faisons décroître la valeur de c jusqu’à zéro, 
le c6ne asymptote restera le meme, et, la surface del’hy- 
perboloïde s’en rapprochant continuellement , le volume 
qui s’y termine diminuera et tendra à se réduire à celui qui 
sera terminé au cône. Actuellement, partons d’une valeur 
jwsitive de c, l’hyperboloïde sera à une nappe, et la sur- 
face libre du liquide sera convexe ; de sorte que, si nous fai- 
sons diminuer c , le volume du liquide compris dans le 
vase ira en augmentant, parce que la surface qui le ter- 
mine SC rapprochera de plus en plus du même cône, au^ 
(|uel elle sera extérieure ; et pour c = o ce volume acquiert 
sa plus grande valeur, qui est précisément la même que 
la plus petite pour les hyperboloïdes à deux nappes.' 
D’où il suit que, parmi tous les hyperboloïdes des deux 
espèces , il n’y en a qu’un seul , et il y en a toujours un 
si le vase est indéfini , qui corresponde à une masse donnée 
tic liquide et à une vitesse angulaire donnée plus grande 
qne 

Equilibre (l'une masse Jluide dont les molécules s'attirent 

mutuellement et sont animées d’un mouvement de 
ivtation uniforme. 

13-i. Dans les questions précédentes, la force qui sollir 
citait chaque moléculeétait connue, et indépendante de la 
position des autres; mais dans le cas actuel il n’en est plus 
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ainsi, puisqu’une molécule quelconque étant attirée par 
toutes les autres, la résultante de ces actions dépendra 
nécessairement de la ligure du liquide; et comme cette 
ligure est inconnue, les forces désignées parX, Y, Z le 
sont également, et le problème devient d’une düFiculté 
beaucoup plus grande. 

Lorsque le liquide est homogène et que l’attraction est 
en raison inverse du carré de la distance, on ne peut en- 
core résoudre le problème qu’en supposant une vitesse 
angulaire très-petite, qui donne au liquide une forme 
peu différente de la sphère. Mais on peut toujours vérifier 
que la ligure d’un ellipsoïde de révolution satisfait à la 
condition de l’équilibre, pourvu que la vitesse angulaire 
ne dépasse pas une certaine limite. M. Jacobi a été au 
delà , et a démontré qu’un ellipsoïde dont les trois axes 
sont inégaux peut aussi convenir; mais cette discussion 
nous entraincrait trop loin, et nous nous bornerons au 
cas de l’ellipsoïde de révolution. 

Soit 

i’ . -+ y ’) _ . 

f» c"(i -h V) 

l’équation d’uu ellipsoïde de révolution autour de l’axe 
des Z , et aplati aux pôles; les trois composantes X, Y, Z 
de l’attraction de la masse de cet ellipsoïde sur un point 
de sa surface ayant pour coordonnées z , auront pour 
composantes 

X = [^ — ( I + ^’) ‘“"ë ^]) 

Y = +v)arctangÀ], 

L =1 (i + >•’) (arc laitg). — \), 
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P désiguant la densité du liquide. Pour que l'cquilibrc ail 
lieu, il faut que la résultante de ces trois forces et de la 
force centrifuge dont les composantes sont (ù*x, «’y, soit 
perpendiculaire en chaque point à la surface de l’ellip- 
soïde ; ce qui donnera entre les 'coordonnées de cette sur- 
face et leurs dilférentielles l’équation suivante, dans la-= 

(luelle oh a fait > = £ : 

‘ 4’^P/ 

[> — (i -t- 1’) arc tangX -t- aaX’] {xdx -hydy) 

2 (arctangX — X) (l -|- V)zdz = o. 

Mais, d’après l’équation de l’ellipsoïde, ou doit avoir 
entre ees mêmes coordonnées l’équation 

xdx -f ydy -f- (l -H X’) zdz = o, 

La valeur de zdz devant être la même dans ces deux 
équations, quels que soient X, j", ï/x, dy, on aura la con^ 
dition suivante, qui déterminera 

X — (i -1- X^) arc tangX -+- 2 sX’ = 2 (arc tangX — X). 

Celle équation a trois racines nullcs, dont on ne tiendra 
aucun compte ; elle peut se mettre sous la forme 

. 3X -(- 2eX* 

TTv arctangArzo. 

(^hacunede sçs racines réelles positives déterminera lerajv^ 
port des deux axes de l’ellipse génératrice, et leur gran- 
deur se déduira du volume connu du liquide. Tout se réduit 
donc à la recherche du nombre et de la valeur des racines 
de l’équation (i), qui sont égales deux à deux et de signes 
contraires, mais dont il suffira de considérer les valeur.s 
positives. Ces raciues sont les abscisses des points de ren- 
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contre de l’axe des x et de la courbe dont l’équation est 

, , 3x + 2 sx’ 

(a) X = - g — arc tang x. 

Op trouve , en la diirércntiant , 

‘ . dx 2 x’ [ex* + a (5e — i ) x’ + ge] 

dx ( I -+- x’) (3 -:l- x’)’ 

Cette cxprcssiou est nulle pour j: = o , et positive poui 
des valeurs de x très-petites ; de sorte que la courbe est 
tangente à l’axe des x à l'origine, et commence par s’éle- 
ver au-dessus de cet axe du côté des x positifs. 

La tangente à cette courbe sera parallèle à l’axe des x, 
aux points dont les abscisses seront données par l’équa-- 
tion 

(3) £X‘-(-2{5« — l)x*-f-9«=0. 

Si cette équation n’avait pas de racines réelles, la courbo 
s’éloignerait toujours de l’axe des x, et l’équation (i) 
n’aurait pas non plus de racines réelles. Ainsi, on recon- 
naît d’abord que l’on doit avoir 

5s — I <C ® , ou ® i > 

car sans cela une valeur positive de x* ne satisferait pas 
à l’équation (3), et la condition de réalité des valeurs 
de X* exigerait même que l’on eût £ < j. Mais cela ne 
suffit pas pour que l’équation (i) ait des racines réelles; 
il est nécessaire que la valeur de x qui donne le minimum 
de l’ordonnée positive j)-, ou, en d’autres termes, la plus 
grande racine positive de l’équation (3) étant substituée 
dans (a), donne pour une valeur négative. Car alors la 
courbe coupera une première fois l’axe des x, avant d’ar- 
river à ce point, et le recoupera une seconde fois au delà , 
puisque l’ordonnée finit par être positive et indéfiniment 
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croissaute. Si le iniuimuai de^ était nul, les deux ra- 
cines de l’équation (i) seraient égales, et s’il était positif, 
elles n’existeraient pas. On voit parla que, pour que la 
question proposée soit possible, il faut que l’on ait l’équa- 
tion (3) conjointement avec l’inégalité y <C o correspon- 
dante à la plus grande racine de cette étjuation. 11 en ré- 
sulte , par l’élimination de e , 



arc tang x 






Le premier membre de cette inégalité est nul pour x = o, 
Sa dérivée est aussi nulle pour cette même valeur, puis 
elle devient négative quand a: croît-, elle redevient nulle 
pour la seule valeur x — y^3 , à partir de laquelle elle 
reste constamment positive. Le premier membre de l’iné- 
galité commence donc par être négatif, devient nul pour 
une seule valeur de x qui est plus grande que \/3, puis 
reste constamment positif. On satisfera donc à l’inégalité 
par toute valeur dex plus grande que la racine positive de 
l’équation 



arc tang JT 



{x' i) (j;’ -t- 9 ) 



o. 



On trouve facilement, pour valeur approchée de cette 
racine, 

X — 2,5293. , 



La valeur correspondante de e donnée par l’équation (3) 
est 

i = 0 , 1123 , 

et l’on reconnaît facilement que la valeur trouvée de x est 
la plus grande des deux qui , substituées dans l’équa- 
tion (3), donneraient cette valeur de ej ma» cela n’était 
pas nécessaire à vériliei', [>arce que le maximum de y 
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est iiéccssaîreinent plus grand que zéro , puisque la courbe 
s'élève d’abord au-dessus de l’axe des x-, d’où 11 suit que si 
une valeur de x tirée de l’équation ( 3 ) donne y = o ou 
J <io, cette valeur correspond au minimum de et ne 
peut être que la plus grande des deux racines de l’équa- 
tion ( 3 ), 

Toute valeur x' de x plus grande que 2,5293 fournit 
donc deux valeurs positives pour X, entre lesquelles x sera 
compris. Mais , en considérant la plus grande valeur de x^ 
tirée de l’équation ( 3 ), on voit qu’elle varie en sens con- 
traire de ï ; ainsi le problème aura deux solutions quand 
on aura 

2,5293, et J <^ 0 , 1123 ; 



et il en aura une seule pour 

x = 2 , 6293 , et c = 0,1123; 



X croissant indéiiniment, e tend vers zéro; si l’on remplace 
£ par sa valeur, on a 



7 — i < 0,1123. 



Cette inégalité lait connaître la plus grande vitesse angu- 
laire qui soit compatible avec la figure d un ellipsoïde de 
révolution. 

A cette limite de w, il n’y a qu’une seule figure pos- 
sible. Si l’on fait décroître to, à partir de cette limite jus- 
qu’à zéro, l’une des valeurs de A augmente Indéfiniment, 
l’autre tend vers zéro. L’un des ellipsoïdes tend donc indé- 
finiment vers une sphère , et l’autre vers un plan; de sorte 
«jue pour 0) = o on n’a plus réellement qu’une solution , 
qui est la sphère. 
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De l’équilibre des f Inities pesants. 

13d. Lorsque la pesanteur est la seule force qui solli- 
cite les molécules d’un fluide homogène, on a 

flp= — fgdz, d’où p = — p"î-t-e, 

et si P désigne la pression correspondante à z = h, ou 
aura 

P = PS {^‘ — P- 

Les surfaces de niveau sont des plans horizontaux, et la 
pression en chaque point ne dépend que de la hauteur. 

Si la densité p était variable d’une manière continue 
ou discontinue, il faudrait qu’elle fût une fonction de z , 
et l’on aurait 

P = ~ gfpdi. 

136. Lorsque nous avons calculé les accroissements de 
la pression , en passant d’un point à un autre d’un fluide , 
nous avons supposé ce fluide décomposé en parallélipi- 
pèdes contigus, et nous avons cherché de combien crois- 
sait la pression en passant d’une face à la face paral- 
lèle. Mais il est clair que, s’il existait dans le fluide des 
cloisons qui empêchassent la communication des parties , 
ces raisonnements ne subsisteraient plus , ainsi que leurs 
conséquences. Et en général, lorsqu’il existe dans un 
fluide des cloisons qui n’intcrcoptent pas entièrement la 
communication, mais qui la modifient, il est nécessaire 
d’examiner à quel point la théorie précédemment établie 
se trouve elle-même modifiée par leur présence. 

Ainsi, lorsque la pesanteur est la seule force qui agit 
sur le fluide, nous avons vu que l’accroissement de la 
pression était nul en passant d’une face verticale d’un 
parallélipipède à la face parallèle, mais en supjKJsant que 
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ce parallclipipcde soit formé du fluide sans iuterruption. 
D’où il résulte que l’on ne pourra aflirincr que la pres- 
sion est la même en deux points situés sur un môme plan 
horizontal , que dans le cas où l’on pourra passer de l'un 
à l’autre par l’intermédiaire du fluide non interrompu , 
et en restant dans ce môme plan horizontal. 

137. Cela posé, considérons divers liquides en équi- 
libre dans deux vases qui communiquent l’un à l’autre 
par un canal que nous supposerons horizontal, pour 
lixer les idées. Menons un plan horizontal par le point le 
plus bas de ce canal, les liquides qui sont au-dessous 
de ce plan dans les deux vases pourront être soumis .2 des 
pressions très-différentes en des points situés sur un même 
plan horizontal. Si maintenant nous menons un plan ho- 
rizontal par le point le plus élevé du canal , la pression 
sera la même en tous les points d’un plan horizontal in- 
termédiaire quelconque; et, pour les plans supérieurs, 
elle pourra être différente dans les deux vases. Mais dans 
chacun d’eux les parties supérieures au canal seront sou- 
mises aux lois démontrées précédemment, et elles ne 
seront assujetties l’une par rapport à l’autre qu’à la con- 
dition de produire une même pression sur le plan hori- 
zontal mené par le point le plus élevé du canal. Et de 
même, les parties situées en dessous du canal seront sou- 
mises à l’action d’une pression égale à leur partie supé- 
rieure, et satisferont, indépendamment rune de l’autre, 
aux conditions générales de l’équilibre. 

Ces considérations s’appliquent à la théorie des si- 
phons , des baromètres , des niveaux , de la presse hydrau- 
lique, etc. 

138. Pression sur les parois. — Considérons d’abord 
une paroi plane, et partagcons-la en éléments infini- 
ment petits d}.. Désignons par z la distance d’un quel- 
conque d’entre eux à la surface extérieure du liquide, que 
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nous supposerons liomogènc. I,a pression produile par le 
liquide sur l’élément /7X, indépendamment de la pres- 
sion extérieure exercée sur la surface, sera gpzrD,-^ et la 
somme de toutes les pressions sera 

, ou gpAz, , 

A désignant l’aire de la paroi et .s, la distanre de soti 
rentre de gravité <à la surface du liquide. D’où il résulte que 
la pression restera la môme quelque position que prenne 
la paroi, pourvn que son centre de gravité reste fixe. 

Cette pression est tout à fait indépendante de la forme 
dn vase, et l’on peut produire sur le fond du vase une 
pression considérable avec un poids très-faible de li- 
quide, pourvu que la distance à la surf*-e libre soit 
très-grande. 

Quant au point d'application tle la résultante de toutes 
les pressions, auquel on a donné le nom de centre tle pres- 
sion, on le calculerait par la tliéorie ordinaire du centre des 
forces parallèles. 11 est facile de voir qu’il est situé plus 
bas que le centre de gravité de l’aire. En effet, menons 
par ce dernier une horizontale dans le plan.de la paroi: 
elle en partagera l’aire en deux parties dont les moments 
par rapport à cette horizontale seront égaux. Mais les 
pressions exercées sur la partie de la surface située au- 
dessous de cette ligne donneraient, par rapport à elle, un 
moment plus grand que celles qui s’exercent sur la partie 
supérieure; car, en concevant la surface totale partagée 
en éléments égaux, les pressions exercées sur chacun de 
ceux de la partie inférieure seront plus grandes que les 
plus grandes de celles qui ont lieu dans la partie supé- 
rieure. Or, si l’on prenait toutes celles-ci égales à la plus 
grande d’entre elles, qui se rapporte aux points situés sur 
l'horizontale menée par le centre de gravité, et toutes les 
autres égales .à la plus petite d’entre elles , (jui se rapporte 
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aux points situés sur cette mèiiie liorizoutalc , les soniiiies 
(le moinciits seraient égales. Donc, en les prenant telles 
(ju’elles sont, la somme des moments est plus grande pour 
celles qui se rapportent à la partie inférieure; donc le 
centi'c des forces de pression exercées sur la pai-oi est au- 
dessous de l'horizontale menée ]>ar son centre de gra- 
vité; ce qu’il fallait démontrer. 

Pour connaître les coordonnées de ce point, il faut cal • 
cider, par rapport aux trois plans coordonnés, la somme 
des moments des pressions exercées sur chacpic élément 
de la paroi, et la diviser par la somme des pressions. 

Considérons d’abord les moments par rapport an plan 
des .r ctj>'. 

Représentons par d\ un élément infiniment petit de 
la paroi ; la pression qui s’exerce sur lui sera gpzd). , et 
son moment aura pour valeur gpz^d'k. Si donc on dé- 
signe par X, y', z les coordonnées du centre de pres- 
sion, par X, ,y, , c, celles du centre de gravité de la 
paroi , (!t par A son aire, on aura 

ïzV/X = z'tzd\ = Aï'z, , 

les deux intégrales Z s'étendant à tous les éléments de la 
paroi. 

On trouvera de même, en prenant les moments par 
rapport aux deux autres plans de projection , 

Zyztl'K = A/'S|, ZxztlX = Ax'z,. 

Les coordonnées du centre de pression ont donc pour va- 
1 curs 

IxzflX , lyzdX Zi’dX 

13î). Considérons, en particulier, le cas d’un trajnizc' 
dont les bases sont horizontales. 11 est facile de recoii- 
uaitre que le centre de pression est situé sur la ligne (pii 
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joint le mi lieu th-s deux l>a$es; de sorte (ju'il suflit de 
connaître une des trois cooixloniiées de ce point, par 
exemple z. Pour cela, partageons le trapèze en tranches 
infiniment petites comprises entre des parallèles aux 
bases, la somme Zs’e/X pourra s’obtenir en multipliant 
la surface de cbacutie de ces tranches par la valeur cor- 
respondante de s’, et faisant la somme de ces pro<biits 
dans toute l’élendiK! du trapèze. Soient a la base supérieure 
du trapèze, h sa base inférieure, h sa hauteur, u la dis- 
tance d'une tranche (pielcompxc à la base sujxérieure , 
c la distance de Cette base au niveau du liquide, et -/ 
l’angle du plan du trapî-zc avec le plan horizontal. L’aire 
d’une tranche cjuelconcpie aura pour expression 

«)./«, 

et l’on aura 

3 = c -t- « sin-/. 

Il faudra donc calculer 



J{c 4- K siny',' 







tUi, 



et diviser le résultat par Az,, ou par 



h (ff 4- b) 
2 



(c -t- ÎX, sin '/) ; 



on connaîtra ainsi 



s', ou c-f-w'siny. 

l.a valeur de u' déterminera la position du centre de 
pression dans le trapèze, plus commodément que z'. En 
clfeetuant les calculs indiqués , on trouve 

, h' [n + 3è) sin y -(- 9./ic [a + o.li) _ 

?./i (rt -t- 2 è)sin 7 -h 6c (<; b) ’ 

si l'on a e = o, c’est-à-dire si la base supérieure est au 
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niveau du liquide , on a 

/» (a -t- 3b) 

“ = — 7 7T‘ 

2 (a + 20 ) 

Dans ce cas, le centre de pression est indépendant de l’in- 
clinaison de la paroi. 

Si en même temps on a 

a = O, ou b = O , 



on trouve , dans le premier eas , «' = 



3A 

4 ’ 



et, dans le se- 



cond, u= — 

Le trapèze est alors réduit à un triangle : dans le pre- 
mier cas, son sommet est à fleur d’eau , et, dans le seeond , 
e’est sa base qui s’y trouve. 

Si a = i, la paroi a la forme d’un parallélogramme, 
et l’on trouve 



2A 

T‘ 



140. Les pressions exercées sur une paroi eourbe]ne 
sont pas toujours réductibles à une seule force, parce 
qu’elles ne sont plus parallèles; mais, comme elles sont 
appliquées à un système rigide, elles sont toujours rédue- 
tlbles à deux forces au plus. L’expression de chacune des 
pressions élémentaires étant eonnue, ainsi que les coor- 
données de son point d’application, on pourra toujours, 
par les méthodes ordinaires, les réduire à trois forces 
dirigées suivant les axes de coordonnées, et à trois couples 
ayant leurs axes dans ces mêmes directions. On verra 
alors si la condition nécessaire pour qu’il y ait une résul- 
tante est remplie, et, dans ce cas, on la déterminera facile- 
ment. Dans le cas contraire , le système des forces se trou- 
vera réduit à une force et un couple, et l’on pourra , si l’on 
veut, le réduire à deux forces seulement. 

2 ' année. 1 5 
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Ul. Considérons en particulier les pressions exercées 
sur la surface d’un corps plongé, soit en totalité, soit en 
])artie, dans un liquide pesant en équilibre. Dans ce cas , 
il est facile de démontrer que les composantes horizon- 
tales des pressions se détruisent , et qu’il ne reste que les 
composantes verticales, qui ont toujours ime résultante. 

En elfet, considérons la portion de surface comprise 
entre deux plans horizontaux infiniment voisins, et occu- 
pons-nous d’abord des composantes des pressions qu’elle 
supporte parallèlement à l’axe des x. Nous pourrons 
faire la décomposition de la surface d’une manière quel- 
conque, et, dans ce premier cas, nous la partagerons en 
éléments par des plans parallèles au plan dss x et z, et 
infiniment rapprochés; ils se projetteront deux à deux 
suivant le même rectangle djdz sur le plan desj^ et z. 
Or, si l’on désigne par p la pression qui correspond à la 
distance de la tranche à la surface libre du liquide , et 
par a, 6, 7 les angles que la normale en un point quel- 
conque de la tranche fait avec les axes des x, des y et 
tles z , les composantes de la pression p(ù qui s’exerce sur 
un élément w de cette tranche seront 



ou 



/^wcosa, /jwcosë, /JWC0S7, 

pdydz , pdxdz , pdxdy. 



c’est-à-dire (ju’elles sont respectivement égales aux pres- 
sions que supporteraient au même point les projections de 
l’élément co sur trois plans parallèles aux plans coordon- 
nés. Mais pour les deux éléments qui ont la même pro- 
jection dydz sur le plan des y et z, les composantes pa- 
rallèles à l’axe des x, ayant ainsi des valeurs égales pdjdz^ 
et dans des directions contraires, se détruiront; et tous les 
éléments de la tranche pouvant être considérés ainsi deux 
à deux, il s’ensuit que toutes les comjiosantes parallèles 
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à l’axe des x, des pressions qu’elle supporte, se détruisent 
mutuellement. Il en serait de même des composantes pa- 
rallèles à l’axe des j pour lesquelles on ferait la décom- 
position en éléments qui se projetteraient deux à deux 
suivant la même surface dxdz-, et il résulte de là qu’il 
ne reste que les composantes verticales des pressions 
supportées par la tranche. Il ne reste plus qu’à com- 
poser CCS dernières dans toute l’étendue de la surface 
plongée. 

Or, si l’on conçoit cette surface décomposée en élé- 
ments qui se projettent sur le plan des x et y suivant les 
rectangles dxdy^ ces éléments auront deux à deux la 
même projection, et donneront lieu à des composantes 
de sens contraire, qui se réduiront à une force dirigée 
de bas en haut , et égale au poids du liquide qui rempla- 
cerait la partie du corps ayant la même projection -dxtfy, 
cette portion de liquide étant supposée continuée à hau- 
teur égale, comme le liquide qui entoure le corps, et qui 
peut être homogène ou hétérogène. 

Il suit de là que le corps est poussé en sens contraire 
de la pesanteur, comme le serait, dans le sens de cette 
force, la partie du liquide dont il tient la place. Toutes 
les pressions qu’il supporte ont donc une résultante égale 
au poids du liquide déplacé et appliquée au centre de gra- 
vité de cette portion du liquide, en sens contraire de la 
pesanteur. Ce corps est sollicité, en outre, par son poids 
appliqué en son propre centre de gravité; de sorte qu’il 
ne sera en éqnilibre que si son poids est égal au poids du 
liquide qu’il déplace , et que le centre de gravité de ce der- 
nier soit sur la verticale menée par le centre de gravité 
du corps. 

Ce principe d’hydrostatique, qui a été découvert par 
Archimède, et qui s’applique également aux liquides et 
aux gaz, s’énonce ordinairement en disant qu’i/n corps 

i5. 
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plçngé dans un fluide quelconque en éqmlihre, perd une 
quantité de son poids égale au poids du Jliùde qu’il dé~ 
place. 

142. Dans la démonstration que nous venons d’en don- 
ner, nous avons analysé toutes les pressions qui ont lieu 
sur la surface du corps plongé ; mais on pourrait s’en dis- 
penser et en déterminer direeteincnt l’elfet total. En effet, 
le corps éprouve les mêmes pressions qu’éprouvait le li- 
quide qu’il déplace, et qu’on pouvait supposer solidiflé, 
sans troubler l’équilibre. Or, cette portion de liquide ne 
prenant aucun mouvement , il faut que les pressions 
qu’elle éprouve détruisent exactement l’effet de la pesan- 
teur, et par conséquent aient pour résultante une force 
verticale égale à son poids et passant par son centre de 
gravité. Donc tout corps plongé dans un ffuide se trouve 
soumis à l’action de deux forces verticales contraires: 
l’une égale à son poids, et appliquée à son centre de gra- 
vité; l’autre égale au poids du liquide déplacé, et passant 
par le centre de gravité de ce liquide. 

Il résulte de là que , pour connaitre le poids d’un corps, 
il faut le peser dans le vide. Si l’on savait combien il 
pèse dans l’air ou dans tout autre ffuide, il faudrait ajou- 
ter à ce poids celui d’un volume égal de ce ffuide , pour 
avoir le véritable poids du corps. 

C’est sur les principes précédents qu’est fondée la théo- 
rie des aréomètres et de la balance hydrostatique. 

De l'équiUhre des corps floltants. 

143. Pour qu’un corps solide, en partie plongé dans 
un liquide , soit en équilibre , il est nécessaire , comme 
nous l’avons dit , que son poids soit égal à celui du liquide 
déplacé, et que son centre de gravité soit sur la même 
verticale que celui de celle porlion du liquide. Si nous 
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supposons ce liquide homogène, ainsi que le corps (jui 
flotte à sa surface , le centre de gravité du liquide déplacé 
coïncide avec celui de la partie plongée du corps solide. 
Ainsi , pour déterminer les positions suivant lesquelles ce 
corps peut rester en équilibre h la surface du liquide, il 
faut le couper par un plan tel que le volume de l’une des 
parties soit au volume entier, comme la densité du corps 
est à celle du liquide, et que les centres de gravité dt? 
cette partie et du corps entier soient sur une même 
perpendiculaire au plan sécant. Il suffit alors déplacer le 
corps de manière que ce plan coïncide avec la surface du 
liquide, pour que l’équilibre ait lieu. 

Pour donner un exemple de cette détermination, con- 
sidérons un prisme triangulaire droit, ayant scs arêtes 
horizontales. Dans sa position d’équilibre, il pourra avoir 
deux de ces trois arêtes, ou une seule au-dessous du niveau 
du liquide; nous examinerons d’abord ce dernier cas. Il 
est facile de voir que la longueur du prisme n’a aucune 
influence sur la position cherchée , et , de plus , que tout 
plan parallèle aux arêtes partage le volume dans le même 
rapport que la base. Nous pouvons donc nous borner à 
considérer cette dernière. 

Soient ABC cette base , a , b, oses trois côtés , C le som- 
met plongé, DE la ligne de flottaison ou l’intersection 
avec la surface du liquide , F et 1 les milieux de AB et 
DE, r le rapport de la densité du corps à celle du li- 
quide. Posons 

CF = /, CD = X, CE = J, 

et désignons par «, 6 les angles ACF, BCF. 

La question consiste à mener la droite DE (Jig- 8) de 
telle sorte que le rapport des triangles CDE , CAB soit /■, 
et que la ligne FI, qui est parallèle à celle qui joindra 
les centres de gravité de ces triangles, soit perpendicu- 
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lairc à DE, condition qui revient à celle de l’égalité des 

lignes DF, FE. 

Les deux équations qui doivent déterminer x et y sont 
donc 

(1) xjr — rab, a:’ — a/i cos a = — 7 .ff cos6, 

d’où, en éliminant_j', 

(2) x' — 2jx^ cosa -f- 2rabfx cosê — r'a^b' =z o. 

Cette équation a nécessairement deux racines réelles, 
l’une positive, et l’autre négative qui ne se rapporte pas 
à la question. Si les deux autres racines sont réelles, la 
règle des signes de Descartes montre qu’elles sont posi~ 
tives; il peut donc y avoir au plus trois positions d’équi- 
libre, pour lesquelles le sommet C serait immergé; et cela 
aura lieu si les trois valeurs réelles de X sont plus petites 
que a, et donnent pour_^ des valeurs plus petites que h. 

Si les deux sommets A et lî étaient plongés dans le 
liquide, le rapport des surfaces 13DEA et ABC serait /■, 
et par conséquent celui des triangles CDE, ABC serait 
I — d’ailleurs , les centres de gravité de ces derniers et 
de BDEA étant en ligne droite, il estelair qu’il suffit de 
changer /•en i — r dans les équations (1), et l’équation 
en X relative au nouveau cas sera 

X* — 3/x’ coSK -t- 2 (i — r) abfx cos 6 — ( 1 — ffa'b’' = o. 
IM. Si le triangle ABC est isoscèle, on a 

f c’ 

b = a, cos6 = coSa = -, = 

a 4 

les équations (i) deviennent 

2/"’ 

xjr = rà‘, x^ — jr' — — [x — = o. 
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< )n a il’aboiil pour solulioii 

t't, supprimant le facteur x — y dans la seconde équalion , 
il reste à trouver les solutions des deux suivantes : 



xy = ra’, X -T- y 



2/’ 



on aura encore 



Les valeurs de x et ^ seront doue données, coinnie on 
pouvait le prévoir, par une même équation du second 
degré , <[ui sera 

5 /* {Aa- c’) 

(3) x’ X + /•«’ = O, ou X- — '-2 -X -y ra^ z=o- 

a 20 

ses racines seront imaginaires si l’on a 

elles seront égales si r— ( i — , et l’i 
X =yi de sorte que cette solution doit coïncider avec la 
première. En ell’el, on trouve a: = — , et comme ou a 

/' = «v, 

il en résulte 

= a’ et X — (I \//-, 
comme dans le premier cas. 

Si l’on a /• ■< , les deux racines sont réelles 

et positives; elles donnent donc des positions d’équilibre, 
si elles sont moindres que a. 

L’équation relative au cas où les deux sommets A , H 
seraient immergés , s’obtiendra en changeant /■ en i — /' 
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dans la précédente, et sera 

( 4 ) — r)«- = o, 

' 20 \ J 7 

et donnerait lieu à une discussion analogue. 

Si le triangle est équilatéral , on a c = n , et les éc|ua- 
tions (3) et (4) deviennent 
3o 

jc' X + /io’ =r O , 

2 

3o , , 

x’ X + (I — /•; o' =z O. 

2 ' ' 



Les racines de la première sont 

3o , O /— 



l6r. 



Elles seront réelles si l’on & rc^-^, et elles seront toutes 
les deux plus petites que a si l’on a 

V^ 9 — i6r<i, ou />L 



11 y aura donc trois positions d’équilibre pour lesquelles 
le sommet C sera immergé , si r est compris entre j et 
i L’équation relative aux deux sommets immergés 

a pour racines 



_t_ O /— 7; — 

= ^±^s/7br. 






ses racines seront réelles si l’on a , et elles seront 

plus petites que a si l’on a 



V'ibr— 7<i, ou r<i; 

il y aura donc trois positions d’équilibre pour lesquelles 
les deux sommets A, 1> seront immergés, si r est compris 
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entre j — iV ‘-‘t condition qui ne peut être remplie en 
même temps que celle qui se rapporte au cas précédent. 

145. Les prismes ou cylindres homogènes peuvent 
aussi être en équilibre, en supposant leurs arêtes verti- 
cales, et il en serait de même si, au lieu d’être homo- 
gènes,' ils étaient composés de couches homogènes, de 
densité variable, et perpendiculaires aux arêtes. Dans ce 
cas, les centres de gravité du liquide déplacé et du corps 
solide étant nécessairement sur la même verticale, il 
suffirait que le poids du premier fût égal à celui du sccond , 
pour que l’équilibre eût lieu. Si , au lieu d’un cylindre, on 
avait un solide de révolution, ses positions d’équilibre, 
en supposant son axe vertical , ii’oUriraient pas plus de 
difficulté; il suffirait de partager le volume par un plan 
perpendiculaire à son axe, de telle sorte que le rapport 
de l’une des deux parties au tout fût égal à celui de la 
densité moyenne du corps à celle du liquide. 

Stalnlité de l'équilihrc des coijis JloUanls. 

146. L’équilibre d’un corps flottant est stable ou in- 
stable, suivant que ce corps tend à revenir vers sa première 
position, ou à s’en éloigner, lorsqu’il en a été tant soit 
peu écarté. Si ce corps est un prisme ayant ses arêtes 
horizontales, il est facile de voir qu’en général ses posi- 
tions d’équilibre stable et instable sc succèdent alternati- 
vement. En effet, si on l’écarte d’une manière continue 
d’une position d’équilibre stable, pour le faire parvenir 
à une autre position stable, il tendra à revenir à la pre- 
mière jusqu’à un certain point, passé lequel il tendra à 
s’en éloigner pour se rapprocher de la seconde position. 
Il existe donc une position intermédiaire telle que, quand 
on l’écarte d’un côté ou de l’autre , il tend à s’en éloigner ; 
et par conséquent cette position est celle d’un équilibre 
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instable. Donc, entre deux positions d’équilibre stable , il 

y en a une d’équilibre instable, et réciproquement. 

147. Avant d’aller plus loin , il est bon d’observer que 
si un corps est coupé par un plan , le volume situé d’un 
côté de ce plan sera équivalent à celui qu’on obtiendrait 
en le coupant par un autre plan quelconque, faisant un 
angle infiniment petit avec le premier, pourvu qu’il passe 
par le centre de gravité de l’aire de la première section , 
c’est-.à-dire , pour parler plus exactement , que la différence 
des deux volumes sera infiniment petite par rapport au vo- 
lume compris entre ces plans. 

Fin effet, en négligeant les quantités infiniment petitc>s 
par rapport à ce volume , on peut regarder la surface du 
corps comme remplacée, dans le voisinage de la section, 
par une surface cylindrique qui lui serait peiqiendicu- 
laire. Or, ou sait qu’un cylindre tronqué a pour mesure 
le produit d’une de ses bases par la perpendiculaire abais- 
sée du centre de gravité de la seconde sur le plan de la 
première; d’où il résulte que toutes les sections menées 
par ce point, qui sera leur centre de gravité, donneront 
des cylindres tronqués égaux en volume, et par conséquent 
que les volumes compris entre deux sections quelconques, 
dont l’un s’ajoute et l’autre se retranche à l’un des cylin- 
dres tronqués pour former l’autre, sont équivalents. 

Il est évident que la proposition énoncée et sa réci- 
proque sont des conséquences de ce théorème. 

448. Cela posé, considérons un coiqis en équilibre 
sur un liquide homogène; les centres de gravité de ce 
corps et du liquide déplacé sont situés sur une même 
verticale, et les poids de ce liquide et du corps sont 
égaux. Uéplaçons-le maintenant infiniment peu d’une 
manière quelconque, en imprimant à tous ses points des 
vitesses infiniment petites; l’équilibre sera stable, si ce 
déplacement reste toujours infiniment petit, instable 
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dans le cas contraire; la question consiste à distinguer 
ces deux cas l’un de l’autre , et c’est ce que nous allons 
faire au moyen du principe des forces vives. 

Soient LQM (fig. 9 ) la section de la surface du coiqis 
parle plan horizontal qui termine le liquide, ou la ligne 
de flottaison ; 

ANHI la position qu’a prise, après le dérangement, la 
ligne de flottaison relative à l’équilibre; 

L'NM'I la seetion faite dans le corps par le plan hori- 
zontal mené par le centre de gravité C de l’aire ANI3I que 
nous désignerons par b ; 

G le centre de gravité; 

O celui du liquide déplacé par la partie ADIÎ du 
corps ; 

V le volume de ce liquide dont le poids est égal à celui 
du eorps ; 

6 l’angle de GO avec la verticale; 

Ç la distance du point C au niveau du liquide, qui sera 
pris pour plan des x ct_;^; GO = n ; 

P la densité du liquide, et M la masse du corps. 

Les forces qui sollicitent le corps sont la pesanteur et 
les pressions exercées par le liquide sur la partie plongée 
de sa surface. La première se réduit à une force verticale , 
agissant de haut en bas et égale au poids du corps, qui 
est INJ^, ou gpy. Les autres produisent le même effet que 
si tous les éléments de la partie plongée du volume du 
corps étaient sollicités par des forces verticales, dirigées 
de bas en haut et égales aux poids de ces éléments, 
considérés comme formés du liquide lui-i-même. 

Les composantes X , Y sont donc nulles pour tous les 
points; et si l’on prend l’axe des s dans le sens de la 
pesanteur, on aura X — g pour tous les éléments du corps, 
et Z = — g pour les éléments de la partie plongée, con- 
sidérée comme formée du liquide. En considérant ainsi Z , 
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le principe des forces vives donnera l'étpiatinii 

( I ) ïi’ V//« = 2 1dm fZdz C . 

Les vitesses étant supposées très-petites, le premiei’ mem- 
bre est une quantité très-petite du second ordre, et dans 
le calcul du second membre, on n’aura le [droit de négli- 
ger que les termes qui n’influeraient sur les résultats , que 
de quantités d’un oindre supérieur au second. 

Considérons d’abord les termes du second membre ejui 
proviennent du poids des éléments du corps. On aura 
alors 

JZdz = gz, et ildm J'Zdz — 7.glzdm = ag’Mz, , 

, Z, étant le z du centre de gravité du corps. 

Quant .à la partie immergée, nous la considérerons 
d’abord comme composée de la partie comprise entre les 
sections horizontales LQM, L'iSM et du volume situé 
au-dessous de la demièi-e. Ce dernier volume est lui- 
même égal au volume AIJB, ou V, augmenté du volume 
IJNBlVr, et diminué de lAL'A. 

La valeur de Z étant actuellement — g, on a 

J’Zdz = — gz. 



Si (Iw désigne l’élément de volume, on aura 



et 



dm — pdw. 



ïldmfZdz = — 2 .gpJ'zdu. 



11 ne s’agit donc plus que de calculer J zUo) pour les quatre 
volumes que nous venons d’indiquer. 

Le déplacement étant supposé inflniment petit, les 
diverses sections que nous avons considérées dans le corjvs 
peuvent toutes être considérées comme équivalentes à /> , 
et la portion comprise entre les deux qui sont parallèles 
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peut être regardée comme cylindrique. Ainsi, pour cette 
première partie , on aura 

fzdo) - i 

Pour le volume ADR, on aura 

fzda = V (z, — n cos 0) , 

ou, en remplaçant cosO par i — 

VnO’ 

fidot = \z, — Va H — f 

si le point O est au-dessus de G; dans le cas contraire, il 
faudrait changer le signe de a. Le volume INBM' peut se 
tlécomposer en cléments prismatiques , ayant leurs arêtes 
verticales, et pour bases les éléments de l’aire ANBI. 

Soient un de ces derniers, situé en R ; RS = « la per- 
pendiculaire abaissée sur IN , et RT la hauteur du prisme. 
Son volume sera RT//X cos5, expression qu’on peut rem- 
placer par iiBd}.] en la multipliant par le z du milieu de 
RT qui est ^ -f--j it tangO, ou simplement on 

aura la valeur de Jzdta relativement .à cet élément; on 
trouvera ainsi 

expression que l’on devra intégrer dans toute l’étendue 
de l’aire INB. 

Mais on trouverait une expression semblable pour les 
éléments du volume INLA , à l’exception du z du milieu 
du prisme, qui serait égal à ^ — -j uB\ et comme les termes 
provenant de ce volume doivent être changés de signe , ils 
seraient exprimés par 

— hM\ (Ç — -ï «6). 

D’où l’on voit (|u’il sulhra de faire la somme des termes 
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«6r/X(Ç-l-i«9), 

dans toute letendiie de Faire ANI 5 I, en regardant u 
comme positif dans la partie INH, et comme négatif dans 
l’autre. Mais Jud'k est nul, puistpie IN contient le centre 

de gravité de Faire ANBI5 il reste donc -Ju'tll. Dési- 
gnons par iA’ l’intégrale / u}d \ , qu’on peut appeler le 
moment d’inertie de Faire AMU par rapport à NI; l’ex- 
pression précédente deviendra — ^ — 

Réunissant les diverses parties de fzdt^, il vient 

VûO’ 

fzda = i + Vz, — Va + 

et l’équation (1) devient, en observant que M = Vp et 
comprenant le terme 2gpSa dans la constante, 

(2) tv^dm — — — 8 ? 

si le point O était au-dessous de ( 1 , il faudrait, comme 
nous l’avons fait remarquer, changer « en — a. 

l.a constante c se déterminera par l’état initial , et si 
les vitesses initiales sont nulles , ou infiniment petites, 
c sera elle-même infiniment petite. 

Cela posé, le premier membre de l’équation (2) étant 
essentiellement positif, il en sera de même du second, xît 
par conséquent les termes négatifs doivent constamment 
donner une somme infiniment petite, puisqu’elle doit 
être moindre que c; ce qui exige que 6 et ^ restent infini- 
ment petits. I)’où l’on conclut que, lorsque le centre de 
gravité du corps est au-dessous du centre de gravité du 
liquide déplacé dans l’état d'équilibre, le dérangement 
restera toujours infiniment petit, et par conséquent l’é- 
quilibre est stable. Mais si le centre de gravité du corps 
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esl au-dessus du liquide déplacé, l’équalion ( 2 ) se change 
dans la suivante : 

— gp {f>h‘ — aV) 6“ H- c. 

Or, quoique c soit infiniment petit, 0 et ^ poui'raicnt 
cesser de l’ôtre si tous les termes qui renfei’inent leurs 
carrés n’étaient pas négatifs. 11 est donc nécessaire, pour 
la stabilité de ré(juilibre , que l’on ait 

t/i’ — nV^o, ou 

et comme hh* change en môme temps que la direction 
de IN, il faut que l’inégalité précédente ait lieu, en pre- 
nant la plus petite valeur dont soit suseeptible, quand 
on suppose que IN prend toutes les directions autour du 
centre de gravité c de l’aire ANBI. IJ équilibre peut doue 
encore être stable lorsque le centre de gravité du corps 
est au-dessus de celui du fluide déplacé^ il siiffit que la 
flistance de ces deux points soit moindre que le plus petit 
des moments d’inertie de l’aire de la section à fleur d’eau 
par rapport aux droites menées par son centre de gra- 
vité , divisé par le volume immergé. 

Oscillations d'un corps flottant. 

149. Supposons qu’un corps symétrique, quant à sa 
figure et à sa densité, par rapport à un plan vertical, soit 
écarté infiniment peu de la position où il est en équi- 
libre stable à la surface d’un liquide, de telle sorte que 
son plan de symétrie soit resté vertical; et supposons en 
outre que toutes les vitesses initiales soient milles. 

11 est d’abord évident que tout étant symétrique , tant 
dans les forces que dans le déplacement, par rapport au 
môme plan vertical , ce plan restera constamment verti- 
cal; cl la position du corps sera déterminée à chaque 
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instant, si l’on connaît la position d un de ses points, par 
exemple de son centre de gravité, et la direction d’une 
ligne fixe dans ce corps , par exemple celle qui dans l’état 
d’équilibre contenait les centres de gravité du corps et du 
liquide déplacé. 

Nous emploierons les mêmes dénominations que dans 
la question précédente, et il s’agira de déterminer 0 et Ç 
( fie. lo). Lorsque ces quantités seront connues , la posi- 
tion du centre de gravité le sera aussi. Car, toutes les forces 
étant verticales, ce point se meut sur la verticale passant 
par sa position initiale; on pourra donc le construire des 
qu’on connaîtra l’angle 0 et la distance ^ du point C au 
niveau du liquide. D’ailleurs l’expression de son ordon- 
née GF = Zi peut facilement s’obtenir. Soient GH = /, 
CH = P , on aura 

Z, = l cos 9 — P sin 9 Ç , 

ou , en négligeant les infiniment petiu d’ordres supérieurs 
au premier, 

Le problème est donc entièrement ramené à la détermi- 
nation de 0 et _ 

Le centre de gravité G se mouvant comme si toute la 
masse M y était réunie et que toutes les forces y fussent 
appliquées, on en déduira facilement une première équa- 
tion entre 0 et En effet, il suffira de supposer en G deux 
forces verticales, l’une égale à Mg: et dirigée dans le sens 
de la pesanteur; l’autre, dirigée en sens contraire et 
égale au poids du liquide déplacé. Or, les volumes BCM', 
agi; étant équivalents , le volume LDM est égal k\+b^, 
et son poids est gp\ + gph^ 5 et comme M = p\, la résul- 
tante de toutes les forces sera — gpb^. On aura donc 



iU^ 



£z, _ sb 

dt^ 



+ vc = o, 
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Nous obtiendrons une sceonde écjuatioii en eoiisidérant le 
mouvement de rotation autour du centre de gravité, sup- 
posé immobile. 

Le poids du corps étant détruit, puisque le centre de 
gravité est fixe, il ne reste à considérer que la somme des 
moments des forces provenant de l’action du liquide , et 
qui sont appliquées, comme nous l'avons déjà dit, à tous 
les points de la partie immergée du corps. 

Le moment résultant de toutes les forces relatives à la 
partie LiVlL'M', et considéré comme positif lorsqu’il tend 
à diminuer l’angle 6 , est 

gpiÇ (/ sin 0 -f- P cos 9), 

et peut se réduire à gpbp^. Il faut y ajouter les moments 
provenant de ADB, M'CB, et en retrancher celui qui pro- 
viendrait de ACL'. ^ 

Or, la résultante des forces verticales appliquées à tous 
les points du volume ADB est appliquée en O et égale à 
gp\ ; le moment résultant sera donc g'pVa sin6, ou gpdSQ. 

Si maintenant nous décomposons le volume M'CB 
comme dans la question précédente, le moment du prisme 
ayant pour base dï. sera, en désignant par u sa distance 
à la perpendiculaire au plan de symétrie menée par C , 

gf^udX [l sin 0 -t- P cos 0 -f- « cos 0), 
ou simplement 

gff)u{p-^u)d\, 

et l’on devra faire la somme des expressions semblables 
dans toute l’étendue de l’aire projetée suivant CB. 

Quant au volume ACL', il faut supposer à tous ses 
points des forces dirigées dans le sens même dt: la pesan- 
2'' année. 16 
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leur, et le niomciil d’un élément dl sera 

— g?ou' (jj ~ u')<n, , 

j/ désignant les distances dirigées en sens contraires de 
celles qui sont désignées par u. Si donc on intègre 

ÿpGa {p + u) d\ 

dans toute l’étendue de l’aire b, en regardant u comme 
positif, à droite de C , et comme négatif à gauche , on aura 
la somme algébrique des moments correspondants aux 
deux parties M'CB, ACL'. On trouve ainsi 

gpOpfiidX ■+■ gp!jj'ti‘d\. 

Or f 11(11 est nul, puisque le centre de gravité de l’aire b 
est sur la droite projetée en C; et si l’on pose encore 

J(i‘d\ = bld, 

la dernière expression se réduit à 
gbpO/d. 

En réunissant tous les moments , on obtient 
gpbpti + gp (bld + flV) 0; 

et l’on devrait changer a en — a si le point O était au- 
dessous de G. 

Or, d’après la théorie du mouvement autour d’un axe 
fixe, cette somme de moments doit être égale à 



M/î’ étant le moment d’inertie du corps par rapport à 
la perpendiculaire au plan de symétrie , menée par 
son centre de gravité; on aura donc, en remplaçant M 
par pV, 



(’-) 



d'‘0 sbd g . 

h ‘5 c - 4 - [b d -I- nV) 0 = O. 

dt^ VX- ' VX' ^ ’ 
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Les équations (i) et ( 2 ) renferment la solution complète 
de la question ; elles se rapportent au cas où le centre de 
gravité du corps est au-dessous de celui du liquide dé- 
placé dans la position d’équilibre. Il suffira d’y changer 
le signe de a, dans le cas où ces deux points seraient pla- 
cés d’une manière inverse. 

150. Intégrons d’abord ces équations en supposant que 
le corps soitj^en outre, symétrique par rapport au plan 
mené par GO perpendiculairement au premier; ce qui est 
à peu près le cas des bâtiments de mer. 

j\ous aurons alors /; = o, et les équations deviennent , 



tir 

t£6 

HT 




^ -t- «V) 9 = 0. 



Ces équations peuvent s’intégrer indépendamment l’une 
de l’autre , et l’on trouve 






Si l’on suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses 
initiales soient nulles, on aura 





en même temps que t = o , ce qui exige que l’on ail 
a' = O, 6' = o; 
et les valeurs de 6 et ^ seront 

(3) Ç=acos.ty/^, 0 = 6 cos ^ ^ ; 

les constantes a, ê représentent alors les valeurs initiales 

16. 
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(le ^ et 6, cl l’on voit que 0 et Ç resteront constamment 
très-petits, puisqu’ils seront tout au plus égaux à « et 6. 

La valeur de 2 , étant le mouvement du centre 

de gravité G sera le même que le mouvement vertical du 
point C. Ces mouvements , ainsi que celui de la droite GO 
autour du point G , sont les mêmes que ceux de pendules 
simples. 

Si le point G est au-dessous de O, la valeur de 0 sera 




, et si l’on a • 

È/i’ _ „v > O, 



0 restera toujours inférieur à S, et par suite très-petit. 

Mais si l’on avait Z>/i* — a\ < o, la valeur de 0 s’expri- 
merait par des exponentielles, et ne resterait plus très- 
petite lorsque t croîtrait indéfiniment. La condition de 
stabilité de l’équilibre est donc l>/i* — à\ > o lorsque G 
est au-dessus de O. C’est celle que nous avions déjà trou- 
vée plus généralement. 

151. Pour intégrer les équations générales (i) et ( 2 ), 



d’O 



on commencera par éliminer de la première , ce qui 



la réduit à 



<l\ bg {p-' ■+■ /») gi,{bh}-ir aS) 

dr \k-‘ ^ » — «• 

Si l’on fait, pour abréger, 

V*’ ~ ’ V/’ 

les deux équations à intégrer seront 

^ -f- aÇ -)- />e0 = O , 

’Ll ^ St -t- eo = O. 
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Multiplions la seconde par une indéterminée X, et ajou- 
lons-la à la première; puis posons 

Ç + >.0=:a:, d’oÙ 5V+(a — ê)X — tp=0, 

a+kà 



il en résultera 

d *,r 

— 4-(« + X5)æ = o, 

d’où 

X = c cos . t \/a 4- 'kS , • 



en supposant les vitesses initiales nullcs. 

Désignant par X, , X, les deux racines de l’équation en X,' 
que nous supposerons réelles, et telles que «+X(î soit 
positif, sans quoi x ne resterait pas toujours très-petit, 
nous aurons 



(4) 



î; -+- >,9 = c cost\/a -I- 
Ç -4- X,0 = c'cost y/a -f- Xjiî, 



d’où l’on déduira facilement les valeurs de 0 et Ç' en fonc- 
tion de t, et des constantes c, c qui se détermineront par 
les valeurs initiales de Ç et 6. 

152. On peut remarquer que si, à partir de C, on porte 
sur la droite AB deux longueurs égales à X, , X, , et d’un 
côté ou de l’autre suivant les signes de ces quantités , on 
aura deux points dont les distances au niveau du liquide 
seront exprimées respectivement par 

Ç -4- XiO, et Ç + Xjô ; 

et, d’après les valeurs de ces deux expressions en fonction 
de t, le mouvement vertical de chacun de ces deux points 
sera le même que celui d’un pendule simple. Cette re- 
marque curieuse a été faite , je crois , par M. Cauchy. 

1 53. L’équation dX* -i- (a — 6) X — Sp — o aiu'a. ses 
deux racines réelles et de signes contraires, lorsque G 
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sera au-dessous de O, parce que 6 el â seronl posilils. 
Pour connaître le signe de a + A(î, on posera 

a 

et l’on aura 

équation dont les deux racines sont positives, de sorte 
que la valeur de x sera de la forme que nous avons suppo- 
sée, et le déplacement restera infiniment petit. 

Si G est au-dessus de O et que l’on ait i/t* — «V >o, 
S restera positif et les deux valeurs de X sont réelles et de 
signes contraires ; on trouve encore a -J- Xd > o , et le dé- 
placement reste toujours infiniment petit conune cela de- 
vait être, puisque la condition de stabilité de l’équilibre 
est remplie. 

Mais si , G étant au-dessus de O, on a X>/i* — a\ o, 6 
est négatif, et l’une des valeurs de « -|- XJ est négative. 
Les valeurs de 0 et ^ renferment alors des exponentielles 
et ne restent plus très-petites; de sorU; que les calculs 
précédents ne s’y appliquent plus. C’est, en effet, le cas 
où nous avions déjeà démontré que l’équilibre est in- 
stable. 

154. Les équations (3), relatives au cas où le corps est 
symétrique par rapport à deux plans , montrent que si la 
valeur initiale de Ç est nulle , on a a = o , et <pie par con- 
séquent ^ est constamment nxd. Alors le centre de gravité 
reste immobile , et il n’y a qu’un mouvement de rotation 
autour d’un axe passant par ce point; de plus, le volume 
d’eau déplacé reste constant , puisque le point C est tou- 
jours à la suiface du liquide. 

Les équations (4) , relatives à un .seul [dan de symétrie, 
démon tient que, lors même que la valeur ini tiale de sérail 
zéro, ce qui est le cas on !<■ volume d’cïan déplacé après le 
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tiéraugcmcnt sérail égal à \ , ou n’a pas conslammeiit 
^ = O , et par conséquent le volume immergé ne restera 
pas égal à \ . 

15o. Dans les premières reclierclics sur la stabilité de 
l’équilibre des corps flottants, on considérait un point 
particulier qu’on nommai l/né/neent/’e, et que nous allons 
faire connaître, parce qu’on en fait encore usage aujour- 
d’hui. 

Lorsqu’un corps symétrique par rapport à uu plan 
vertical est dérangé infiniment peu de sa position d’équi- 
libre, il est sollicité par son poids et par la pression du 
liquide qui se réduit à une force verticale passant par le 
centre de gravité du liquide déplacé. Or, si la droite GH 
est rencontrée par la direction de cette force au-dessus 
de G , le corps tendra à reprendre sa première position , et 
si la rencontre a lieu au-dessous, il tendra à s’écarter de 
sa position d’équilibre. D’où l’on concluait que l’équi- 
libre était stable dans le premier eas, et instable dans le 
seeond. Quant à ce point de rencontre que l’on nommait 
métacentre , on le déterminait en supposant que le vo- 
lume de liquide déplacé était équivalent à celui qui se 
rapportait à la position d’équilibre, ou que du moins 
l’on pouvait négliger son accroissement infiniment petit, 
sans qu’il en résultât aucune erreur sur la limite du point 
de rencontre des deux droites. 

Cette théorie est défectueuse, parce que le volume infi- 
niment petit que l’on négligeait, bien qu’il ne déplace 
qu’infiniment peu le centre de gravité du liquide, fait 
cependant varier d’une quantité finie la position du point 
de rencontre des deux droites qui font entre elles un 
angle infiniment petit (■*“). 11 faudrait donc suivre 1(!S dillé- 
■ renies positions de ce point dans le mouvement du corps; 



(*) Inurnat dr I Éiolc l‘cl}tcrhmiiui- , isiv' rallier 
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eu qui ne peut sc faire que quand le problème est résolu , 
et que l’on n’a plus besoin de savoir si les écarts restent 
infiniment petits. Mais ce qu’il est bon de remarquer, 
c’est que lors même que l’équilibre est stable , le point de 
rencontre en question se trouve tantôt au-dessus et tantôt 
au-dessous du centre de gravité du coiq)s, excepté dans le 
cas particulier où la droite GO passe par le centre de gra- 
vité de la section à fleur d’eau. Or, il est clair que, si l’on 
avait su cela , on aurait renoncé à une démonstration qui 
aurait prouvé à la fois la stabilité et l’instabilité de l’équi- 
libre. Néanmoins il y a cela de remarquable , que le point 
de rencontre que l’on déterminait dans l’hypothèse in- 
exacte où l’on aurait pu considérer le volume immergé 
comme constant , donne la véritable condition de stabilité. 
Les effets du déplacement de ce point sur la droite GH de 
part et d’autre de G ne peuvent renverser le corps que 
quand le métacentre est au-dessous de G. Mais c’est ce 
qu’on ne pouvait établir que par une analyse semblable 
à celle dont nous avons fait usage. 

156. uépplication à l'ellipsoïde. — Commençons par 
chercher la condition de stabilité de l’équilibre d’un 
ellipsoïde homogène flottant sur un liquide , et dérangé 
infiniment peu, mais d’une manière quelconque, de sa 
position d’équilibre. Soient A, B, C {fig. ii) les trois 
demi-axes de l’ellipsoïde, D sa densité, G le centre de 
l’ellipsoïde, O le centre de gravité du volume immergé 
LMA , qui sera nécessairement au-dessous de G. Suppo- 
sons que l’axe vertical AA' soit celui dont la longueur est 
aA , et que l’on ait B > C 5 conservons , du reste , toutes 
les dénominations précédentes. 

La condition de stabilité de l’équilibre estô/t’>rtV, 
ô/»’ étant le moment d’inertie de l’aire de la section LM 
par rapport à la droite menée par son centie, (jui donne 
le moment minimum. Cette droite est le plus grand des 
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(leux axes principaux de; rellipse; c’est donc celui qui est 
parallèle à l’axe 2IÎ. 

Si l'on désigne AB'parx, l’étpiation qui en déterminera 
la valeur sera 



(«) 



4 DA» 
P 



= (3A — x).r». 



Elle exprime que le poids de l’ellipsoïde est égal à celui du 
Ii(juide déplacé, dont le volume est 






Le théorème des moments fait connaître immédiatement 
la valeur de a\ , qui est w 

~ ^ (2Ax — j:»)». 

Les demi-axes de la section LM ont pour valeur 

5 y^aAa: — Jc', et ^ J 2 A.E — J»; 

A A 



le premier est pai'allèlc à l’axe 2II, le second à l'axe 2C 
de l’ellipsoïde, et ce dernier est le plus petit. 

Or, le moment d’inertie d’une ellipse ayant pour demi- 
axes «, 6 , est par rapport à la direction de l’axe 6 , 



donc le moment d’inertie minimum de l’aire LM sera 



(2A.E - X’)», 



et la condition de slahilité est ({Uc celte expression soit 
[)lus grande <[ue «V; ce (jui donne, en su]>primant les 
facteurs eoiumuns , 

(>' > A-’, ou C ^ A ; 
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et comme on a déjà 15 > C , la condition de la stabilité de 
l’équilibre se réduit à ce que l’axe vertical de l’ellipsoïde 
soit le plus petit des trois. 

157. Cela posé, déterminons lesoscillations de l’ellip- 
soïde, en supposant que le plan des axes 2 A, 2 C reste 
vertical , et que l’on ait A .<[ C. 

Il faudra commencer par résoudre l’équation (i). 

On reconnaît immédiatement qu’elle n’a qu’une seule 
racine positive comprise entre o et 2 A, et c’est celle qui 
se rapporte à la (juestion. Cette racine étant connue, n le 
sera, ainsi que l’aire h de la sectiotiLM, et son moment 
d’inertie /;A’, qui a pour valeur 



nBC’ 



(2A.r 



Les équations du mouvement de l’ellipsoïde seront donc 

rf'î , 3g-p (aA-r — 

4A^D 

f/'O Sg'p (C’ — A’) {i^x — .r’)’ 



dr 



i(iDA‘ (C-’+ A') 



0 = 0 . 



Dans le cas particulier où l’on aurait p = 2 D, il en résul- 
terait j-= A, et les équations du mouvement se rédui- 
raient à 



f/’O 

Tïr 



3 g (O - A^) 

«A (C- H- A’) 



Dans ce cas, les deux mouvements de translation et de 
rotation s'accompliraient dans la même période de temps 
si l’on avait C = 3A. 

Equilibre d'un mëlumjc de (jaz j>csanls. 



158. Considérons un cjlindre vertical indéfini renfer- 
mant plusieurs gaz pesants, et fermé à sa base située à la 
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surface delà terre, à la distance v de son centre. Suppo- 
sons la température constante dans toute l’étendue du 
cylindre, et la pesanteur variable en raison inverse du 
carré de la distance au centre de la terre. .. 

L’expérience a montré que, lorsque plusieurs gaz sont 
placés dans une même enceinte et qu’ils sont sans action 
chimique les uns sur les autres, ils ne se superposent pas, 
par ordre de densité, comme les liquides-, mais chacun 
d’eux se dispose comme s’il était absolument seul dans 
l’enceinte , et la pression et la densité en chaque point du 
mélange sont les sommes de celles que l’on observerait 
dans l’équilibre de chacun de ces gaz , considéré isolément.' 

Soient p' et p la pression et la densité de l’un des g.az, 
pour une valeur quelconque de s; //„ , p' leurs valeurs 
pour 5 = 05 g- la pesanteur à la surface de la terre. On 
aura p' = k'p, k' étant constant, puisque la température 
est la même en tous les points; et 



X=o, Y = o, Z = — 
et, par suite, 

dz 






dp' = — P'a'c’ — - — 

' -I- zy- 



d’où , en remplaçant p' par j; 5 



p" 



dz 

X- (r Zj‘ 



<-t en iiitégranl à pai tir de z = o, et réduisaiii. 



I ^ _ 

'P,~ 



' P =;'»'■ 



p- , •- 

k' 
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SL. ’ 

k' r + c 



On trouverait de même pour un autre fçaz 



^ 

// U A* r— I- c 

P = P, e 



P = P, 



k" r-i-t 



et ainsi des autres. Si donc on désigne par ^ et p la pres- 
sion et la densité qu’on observerait à une hauteur quel- 
conque dans le mélange de ces divers gaz , on aura 



P=p',r ■ 

— SL ‘ 



■P, c 



SL 

k" r 






k" r -h i 



Il est bon de remarquer que les diflérents gaz ne seront 
pas mêlés exactement dans les mêmes proportions à difle- 
rentes hauteurs; car les quantités p, p",... ne sont pas 
respectivement dans les mômes rapports que p\, p",y^ 
à moins que les coefficients k\ A",... ne soient égaux, ce 
qui n’a pas lieu en général. Mais ces coefficients étant gé- 
néralement de très-grands nombres, le changement de 
proportion des gaz ne se ferait sentir qu’à des hauteurs 
considérables. 



Mesure des hauteurs par les observations barométriques. 

159. Supposons l’atmosphère en équilibre et conce- 
vons qu’elle soit entièrement solidiCéc, à l’exception d’un 
cylindre vertical partant de la surface de la terre et 
s’étendant indéfiniment au-dessus; la constitution de l’air 
dans son intérieur restera la mèmequ’auparavant,et il suf- 
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üra de la déterminer pour connaître celle qu’avait d’abord 
l’atmosphère. Or, si nous pouvons calculer la pression du 
gaz dans ce cylindre en fonction de la hauteur, la con- 
naissance de cette pression en un point quelconque con- 
duira à celle de la hauteur de ce point; et d’ailleurs la 
pression pourra être déterminée au moyen du baromètre, 
en tenant compte de quelques circonstances accessoires. 
Occupons-nous donc de chercher la formule qui lie la hau- 
teur à la pression dans ce cylindre atmosphérique en équi- 
libre. 

Supposons que la pesanteur varie en raison inverse du 
carré de la distance au centre de la terre , et ne tenons pas 
compte du changement insensible qu'opérerait dans cette 
loi le changement de la force centrifuge dans l’étendue 
verticale où sont renfermés les points que nous compare- 
rons. Soient g l’intensité de la pesanteur à la surface de la 
terre au lieu que l’on considère , r la distance de ce point 
de la surface au centre de la terre , et g sa valeur à la dis- 
tance r + z, on aura 

^ {r + zy 

Soient d la température d’un gaz, a le coefficient de dila- 
tation des gaz pour une élévation de température de 
I degré centigrade, et A un coefficient constant pour un 
même gaz , on aura l’équation suivante 

^ = Xp (i -t- a6). 

Cette même formule est évidemment applicable à un mé- 
lange de plusieurs gaz ou vapeurs dans des proportions 
invariables, le coefficient k ayant une certaine valeur 
moyenne entre celles qui se rapporteraient à chacun d’eux. 
C’est celle que nous adopterons pour l’air, parce que l’expé- 
rience a prouvé que la proportion des gaz qui le composent 
est la même à la surface de la terre et aux plus grandes 
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hauteurs OÙ l’on s’est élevé dans la verticale. Quant. à la 
vapeur qui s’y trouve mêlée? et qui est en assez faible 
quantité à des hauteurs un peu considérables, il faudra 
aussi admettre qu’elle entre dans une proportion con- 
stante, qui sera une moyenne entre celles qu’on observe- 
rait aux deux points extrêmes dont on cherche la diffé- 
rence de hauteur. 

Le coefficient a est à peu près le même pour tous les 
gaz ainsi que pour les vapeurs et égal à o,oo366. Mais, 
comme la quantité de vapeur contenue dans l’air aug- 
mente avec la température , et que la vapeur a une densité 
moindre que l’air, sous une même pression, il s’ensuit 
que , quand la température s’élève, la densité de l’air doit 
diminuer un peu plus rapidement que ne l’indiquerait la 
formule précédente. On aura égard à cette circonstance 
en augmentant le coefficient æ, et la valeur qu’on lui 
donne ordinairement à cet effet est o,oo4. 

Cela posé, il faudra faire, dans l’équation générale de 
l’équilibre des fluides , 

X = o, Y=o, Z=~g', 

on aura 



dp = — 



Pgr^d z 

(r-t-z)»’ 



ou , en remplaçant p par sa valeur en fonction de p, 



dp gr‘‘ dz 

P A ( I -f- a9) (r -H zf 



La température 6 varie suivant une loi inconnue avec la 
hauteur, et l’on s’écartera peu de l’exactitude en lui sup- 
posant une valeur constante , égale à la moyenne des tem- 
pératures des deux points extrêmes que l’on considère. 
D’après cela , l’équation précédente donne, par l’intégra- 
tion de ses deux membres, 




g'-’ 

-t- aO) (r -f- Z.) 



+ C, 
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(I désignant une constante arbitraire que l’on déterminera 
au moyen des données relatives à la première des deux 
stations dont on demande la difl’érenoe de hauteur. 

Soient 2o et />o les valeurs de z et de p à la première 
station. On aura 

“ X-(i + aO)(r-f-z„) 

et , en soustrayant les deux équations l’une de l’autre, 



I ^ gr' .inl». 

P X (l -haÔ) (r-f-Zj) r-t-z 

Si l’on désigne par Z les hauteurs verticales au-dessus de 
la première station , c’est-à-dire si l’on pose z — z» = Z , 
et qu’on fasse /• -f- = R , l’équation précédente devient 



(0 



J /i; _ g'- . _ 

P / R ( I -f- aO) R ■ 



Soient to , t les températures de l’air aux deux stations, la 
valeur de 0 sera ~~ i mais , pour ne pas compliquer l’é- 
quation , nous continuerons à la désigner par 0. Quant au 
rapport^, il peut s’exprimer au moyen des hauteurs ba- , 

rométriques correspondantes aux pressions />, po , pourvu 
qu’on y ramène le mercure à une même température , et 
que, de plus, on ait égard à la variation de la pesanteur 
en passant d’une station à l’autre. 

Enefl’et, en désignant par D la densité du mercure à 
O degré , par , h les hauteurs barométriques correspon- 
dantes aux deux stations et ramenées à la même tempé- 
rature , par exemple à o degré , et par go ,.g' les valeurs de 
la pesanteur à ces deux stations, on aura 



p, = , P — g' , 



g_> ^ , ZV- 

g' R’ \ U ' ’ 
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Substituant dans l’équation (i) et remplaçant les loga- 
rithmes népériens par les logarithmes ordinaires, divisés 
par le module M dont la valeur est 0,434^94^) on ob- 
tient 






160. La correction qu’il faut faire aux indications du 
baromètre est très-facile. Soient To, T les températures 
du mercure aux deux stations, lesquelles sont indiquées 
par des thermomètres adaptés au baromètre; et H», H 
les hauteurs indiquées par le baromètre. 

Le mercure se dilatant de son volume à o degré, 

pour chaque degré du thermomètre centigrade, les valeurs 
que prend sa densité aux températures o et T» sont entre 



T, 



elles dans le rapport de i -4- à l’unité. Or, la pres- 



sion de l’air est mesurée par le poids d’une colonne de 
mercure ayant l’imité pour base, et pour hauteur celle 
qu’indique le baromètre vertical; de sorte que, pour une 
même pression, cette hauteur sera en raison inverse de 
la densité du mercure. Donc entre Hq et Ao on aura la 
relation 




on aura de même 



d’où l’on tire 



_T 

/,. H. ' 55^50 

h ~~ n ' T. ’ 

' 555o 



Digitized by Google 




DF.IIXliiMR ANW^.R. 



HYDROSTATIQUE. 

T,— T 



7.57 



OU , en négligeant les puissances de > supérieures à 

la première, 

^ H, 

h 






<^n voit donc qu'il suffira de prendre /lo = Ho et de rem- 
placer H par 



H 



(■ 



+ 



T„ — T'y 
555o }' 



>'ous laisserons, pour plus de simplicité, dans la for- 
mule (2), les quantités h„ et h qui sont maintenant déter- 
minées d’après les observations faites aux deux stations. 

11 y a encore une autre correction à faire à la for- 
mule (2) , et qui est relative à la latitude du lieu de l’obser- 
vation. 

Nous avons désigné par g la pesanteur considérée à 
Paris, et sa valeur est 



g = 9,80896. 



La formule (2) ne se rapporterait donc qu’à des observa- 
tions faites à Paris. Pour qu'elle soit applicable dans tous 
les lieux , il faut y substituer à g l’expression suivante 

I — 0,002588 C0S2-{l 
I — 0,002588 cos 2iJ(, ’ 

désignant la latitude du lieu de l’observation, et ip, 
celle de Paris. 

En faisant cette substitution dans l’équation (2), le 
second membre aura un coefficient purement numérique , 
que l’on peut calculer directement ou déduire de l’équa- 
tion même, dans laquelle on substituerait à Z la valeur 
résultant de mesures trigonométriques. Ces deux procédés 
donnent sensiblement le même résultat ; si de plus on sup- 
9.'^ année. 17 
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pose que lu première station ait lieu scnsibleineut au ni- 
veau (le la mer, auquel cas on a 

z„ = O, R = r, Z = *, 

la formule ( 2 ) deviendra » 



(3) 



Z 



I 



i8336'"(i+«S) 

— 0, 002588 cos 2lj( 




161 . Pour calculer la valeur de 2 , on commencera par 
substituer à ôetip les valeurs données par les observations ; 
et si , pour abréger, on fait 



on aura 



Z — A 



l8336(t -f-a6) ^ 

l — 0,002588 cos 2 '|< ’ 



iog^+2iog(,+?y| (,+f). 



Négligeant d’abord 



Z , 

- par rapport ai, on aura une pre- 



mière valeur approchée, que nous désignerons par z,, (U 
qui sera 




pour avoir une seconde valeur plus approchée z,, on 
substituera z, à 2 dans le second membre , et l’on aura 

' ^.= A[logJ-*-^2log(,+î')](.+i‘). 

On sulisti tuera ensuite cette nouvelle valeur à z, dans le 
second membre de la même écpiation , et l’on aura encore 
une autre valeur plus approchée pour z. On pourrait con- 
tinuer indéfiniment ces approximations successives ', mais 
le plus ordinairement on pourra s’arrêter à z,. 






Digitized by Goc^le 



IIKUXIKME ANNEE. 



HYIihOSTATIQUE. 



2 D9 



Lorsque - est très-petit, on peut le négliger cntière- 

inent dans la formule ( 3 ); mais alors il est nécessaire 
d’augmenter im peu le coefficient i 8336 . M. Ramoud a 
conclu d’un grand nombre d’observations faites dans le 
midi de la France qu’il fallait le remplacer par 18393 ; 
comme en même temps cos2i|( était sensiblement nul, il 
employait la formule très-simple 



Z =r 18393(1 -4- a 9 )log^- 







rj lï-,... 



?.">r " ■ ' . ■ ' 




,i/*’ .'ie.tiirjt**! h ,o'!! 




■^o'V briïi ,* • 

•1ÎH%W <V^ '<t'nt}ov>|or' 
.'ïlrdliTii 
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HYDRODYNAMIQUE. 



ICïJ. L’Hydrodynamique a pour objet le mouvement 
des fluides. 

Pour se faire une idée exacte du problème considéré 
de la manière la plus générale , il faut supposer qu’à un 
instant déterminé, que l’on prendra par exemple pour 
origine des temps, ou connaît la position de toutes les 
molécules qui composent le fluide, et les vitesses dont 
elles sont animées; que de plus on donne les forces exté- 
rieures qui agissent sur tous les points du fluide, les 
])ressions et les autres conditions relatives à ses limites 
dans tous les sens. Cela posé, il s’agit de déterminer le 
mouvement de chaque molécule en particulier, c’est-à-dire 
de trouver l’expression de scs trois coortlonnécs eu fonc- 
tion du temps , et de connaître de plus la pression et la 
densité en un point quelconque et à un instant quel- 
conque. 

Les coordonnées a", y., z d’une molécule déterminée 
sont des fonctions de la seule variable t. Mais ces fonc- 
tions changent d'une molécule à l’autre et dépendent, par 
conséquent , des coordonnées a , c du point où sc trou- 
vai t la molécule que l’on considère, à l’origine du mouve- 
ment. On doit donc regarder x, y, z comme des fonctions 
des quatre variables indépendantes «, ù, c, t; et si l’on 
peut trouver l'expression générale de ces trois fonctions, 
on connaîtra exactement le mouvement de telle molécule 
que l’on voudi'a , à partir de sa position initiale. 

103. Si le problème était résolu, et que l’on connût 
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ces trois fondions de « , b, on en pounait déduire 
a , A, c en fonction de z , t, et par conséquent toute 
fonction des variables indépendantes a, A, c, t peut être 
considérée comme fonction des quatre variables indépen- 
dantes X, y, Z, t. Ainsi, par exemple, les composantes 

de la vitesse d’un point du fluide ? ^ ^ *1^**^ »ous • c-- 

présenterous respectivement par u, e, iv, étant dépen- 
dantes de rt. A, c, r, pourront être regardées comme dépen- 
dantes de X, y, 2 et c’est d’ailleurs ce que l’on conçoit 
H priori; car, si l’on considère un point quelconque du 
fluide, dont les coordonnées x, j, z restent constantes, 
les quantités it, w relatives à ce point changeront avec 
le temps, et sont par conséquent des fonctions de t. De 
même, si on laissejy, zelt constants et qu’on fasse varier x, 
c’csl-à-dirc si au même instant on considère les diflcrents 
points d’une parallèle à l’axe des x, i/, u, varieront 
encore; elles sont donc fonction de la variable indépen- 
dante X, et ainsi des autres ; d’où il résulte que u , e, u' 
sont des fonctions des quatre variables indépendantes 
X, J, Z, t. On en dirait autant de tonte fonction de 
rt , A, c, t, 

164. Il est facile de voir que le problème que l’on se 
propose serait résolu si l’on pouvait déterminer u, w, iv 
eu fonction de x, y , z , t ; car, pour connaître le mouve- 
ment d’une molécule eu particulier, il suffirait de consi- 
ilérer x, j y z comme des fonctions de t seulement, et de 
poser 

dx dy dz 

di~''’ 

on aurait ainsi trois équations diflérentielles entre x, y , z , A, 
après tpie l’on aurait remplacé h, c, w par leurs valeurs; 
vn les intégrant, on connaîtrait x, y, z eu fonction de f, 
cl l’on dcteunincrait les trois constantes que cette intc- 
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gration introduirait en exprimant que, pour t = o, x,jf z 
prennent les valeurs des coordonnées initiales de la molé- 
cule que l’on considère. 

165. Équations du mouvement des Jluides . — Soient 
\dm, Y dm, Zdm les composantes de la force appliquée 
à la molécule dont la masse est dm-, u, y, wles compo- 
santes de sa vitesse, et u', v', w' les dérivées par rapport 
à t, des quantités respectives u, v, w considérées comme 
relatives au mouvement d’une molécule déterminée, et par 
conséquent comme des fonctions de la seule variable t. 

-T , , , • , du dv dur 

JNous ne pouvons représenter ces derivees par 

parce qu’on les confondrait avec les dérivées partielles 
de M, V, IV par rapport à t. Soient enfin p la pression 
et P la densité, qui peuvent varier avec x,y, z, t. On 
formera d’abord trois équations du mouvement du fiuide 
au moyen du principe de d’Alembert, en observant 
que le fluide serait en équilibre si une molécule quel- 
conque dut était sollicitée par la force ayant pour com- 
posantes 

(X — u')dmy (Y — v')dm, (Z — a>')din, 
d’où résultent les trois équations 












àz 



-')• 



Pour obtenir les expressions de ü, v , w’, il faut observer 
que u , V, IV doivent être difierentiées eu regardant x, y, z 
comme les fonctions de t qui se rapportent au mouvement 
de la molécule dm, et que, par conséquent, les accroisse- 
ments de x,y, z , correspondants à l’accroissement dt du 
temps , ont pour valeurs 

dx ~ udt, dy = vdt, dz = wdt. 
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dt 



d\ 

dt 



= T 4- « 



dw 

~dt 



dx 

dv 

dx 

dw 

dx 



du 



du 

Th' 



dv dv 

dÿ dz' 



dw 

dy 



div 
dz ^ 



el les trois «kjuations précédentes deviennent 



{«) 



1 


— 


Y 


du 


H 


du. 


du 


du 


P 


dx 


A. ~ 


~ Tt ~ 


dx 


■' dy 


Iz' 


1 


± - 


Y 


dv 


U 


dv 


dv 


dv 


P 


dy 


1 — 


dt 


dx 


dy 


dz' 


1 


dp _ 


V 


dtv 


U 


dw 


dw 


dw 


P 


dz 


Là 


~ Ht ~ 


dx 


" ^ ~ 


U' — — • 

dz 



aC>3 



Ces trois équations ne suffisent pas pour la détermination 
des cinq fonctions p, p, u, e, ^v. Il en faut deux de plus, 
à moins que p ne soit constant, et, dans ce cas, il n’en 
reslerait qu’une à trouver. Nous allons voir comment on 
peut trouver ces équations d'après la condition que le 
fluide reste continu. 

166. Concevons que l’espace occupé par le fluide soit 
partagé en parallclipipèdes infiniment petits i/r, dy, dz. 
Après le temps dt, ils doivent se trouver encore remplis 
par le fluide, excepté peut-être ceux qui se trouveraient 
à la surface libre, et par conséquent l’accroissement de la 
densité dans chacun d’eux sera égal à l’accroissement de la 
masse qui y était renfermée , divisée par le volume. Pour 
exprimer cette condition, il faut chercher l’excès de la 
masse de fluide qui est entrée dans un quelconque d’entre 
eux , sur la masse qui en est sortie pendant le temps dt. 

Soient X, J', z (Jig. 12 ) les coordonnées du sommet M 
de ce parallélipipèdej .r -f- dx, y -4- dj, z -f- dz celles du 
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sommet opposé S; u, iv les composantes de la vitesse 
du point situé en M après le temps t, et p la densité en ce 
point au même instant. 

La direction de la vitesse variant d’une manière con- 
tinue, s’il entre du fluide par une face, il en sortira par 
la face opposée, et si l’on calcule l’excès de la masse de la 
première quantité sur la seconde pour les trois couples 
de faces parallèles , leur somme sera l’accroissement de la 
masse renfermée dans le parallélipipède. 

Considérons d’abord la face MPQR et sa parallèle. 
Si P et U étaient constants dans l’étendue de chacune 
d’elles , la masse introduite par la première serait 

fttdjr dz dt , 

la masse sortie par la seconde serait 
-H 

et l’excès aurait pour expression 

_ dxdydidt. 
dx 

Or, on peut admettre qu’il en est ainsi ; Car, si l'on consi- 
dère deux points T, V pris respectivement dans les deux 
faces et situés sur une parallèle à l’axe des x, la différence 
des valeurs de pu en ces deux points ne surpasse la diffé- 
rence des valeurs de pu aux points M et N, que d’une 
quantité infiniment petite par rapport à elle-même, puis- 
qu’il suffirait de remplacer dans celte dernière les coor- 
données de M par celles de T pour obtenir les expressions 
de la première. 

De même, l’excès de la quantité de masse entrée par les 
deux faces dxdz^ dxdj sur celle qui t-st sortie par les 
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faces parallèles, est exprimé respectivement pur 



af.5 



^-^dxdydzdt, - 'i^dxdrdzdt. 
dy dz 



Divisant la somme des trois excès par le volume dxdydz , 
on connaîtra l’accroissement de la densité du liquide con- 
tenu dans le parallélipipède, ou de la densité au point 
dont les coordonnées sont x, y, z. Ce sera donc la dillé- 
rentielle partielle de la densité par rapport au temps, et 
l’on aura par conséquent l’équation 



( 2 ) 



4 

dt 





O. 



Examinons maintenant de quelle manière elle doit être 
interprétée dans les diiférents cas que peuvent présenter 
les iluides. 

167. S’il s’agit d’un liquide, c’est-à-dire d’un fluide 
incompressible, et que sa densité soit la même en tous 
les points, et indépendante du temps , l’équation (a) se 
réduit à 



(3) 



du dv dtv 

dx dy dz 



Dans ce cas, il n’y a que quatre fonctions inconnues 

U, e, le, puisque p est donné. Les équations (i) et (3) 
suffisent donc pour leur détermination. 

168. Si l’on considère maintenant un liquide hétéro- 
gène, la densité de chaque molécule est invariable; mais 
P n’en est pas moins une fonction de ar, z , t. Pour 
exprimer que cette fonction reste constante pour une 
même molécule, il faut chercher sa dill’ércntiellc totale 
en exprimant que dx, dy , dz ont les valeurs correspon- 
dantes au mouvement de celte molécule, et l’égaler à 
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zéro. Ou oblicnt ainsi 



( 4 ) 



(U dx 



do 

“-r-h»' 

dy 



‘!l 

dz 



= o. 



ce qui réduit l’équation ( 2 ) à 



( 5 ) 



du dv dtv 

dx dy dz 



Dans ce cas, il y a cinq fonctions à déterminer, savoir, 
p, p. II, v, IV, et un même nombre d'équations (i), (4), (5). 

169. S’il s’agit d’un fluide compressible dont la tem- 
pérature est constante, on a entre p et p la relation 

)> = *p. 

qui, jointe aux équations ( 1 ) et ( 2 ), détermine les cinq 
fonctions inconnues. 

170. Conditions relatives à la surface. — Les équa- 
tions que nous avons obtenues jusqu’ici s’appliquent à 
tous les points de l’intérieur du fluide 5 et s’il est indébui , 
il ne reste à y joindre que les conditions relatives à l’état 
initial. Mais si le fluide est terminé, il existe des équa- 
tions particulières pour les points qui se trouvent à sa 
surface. On suppose ordinairement que les points qui 
étaient d’abord en contact avec une paroi mobile ou im- 
mobile y restent indéfiniment , et que les ]x>ints qui 
appartenaient primitivement à la surface libre ne cessent 
jamais d’en faire partie. Ces hypothèses restreignent 
beaucoup la question, et, malgré cela, il est encore bien 
peu de cas où les calculs puissent s’efl’ecluer complè- 
tement. 

Soit F (a*. Y, Z , t) = o l’équation d’une surface sur 
laquelle un point du fluide doit. constamment se trouver. 
Supposons que, pour une certaine valeur de t, ses coor- 
données v satisfassent , et que t croisse de df ; ces coordon- 
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nik'S croîtront de 

udty vdt, ivdt, 

et ces accroissements devront satisfaire à l’équation dillé- 
rentielle de la surface, quand on les substitue à dx, dy, dz, 
ce qui donne la condition 

dF dF dF dF 

-f- „ |_ P 4. = O. 



dF 

Si la paroi est fixe, le terme — - disparait. 



Cette équation devra avoir lieu pendant toute la durée 
du mouvement pour les points qui se trouvaient primiti- 
vement en contact avec la paroi dont il s’agit; et il en 
existera de semblables pour toutes les parties de la sur- 
face qui ne sont pas libres. 

171 . Les points de la surface libre sont soumis à l’ac- 
tion d’une pression connue, qui est ordinairement la 
même en tous ces points, mais qui peut varier avec le 
temps. Si on la désigne par P, l’équation de cette surface 
sera 



A* — P = O, 



d’où l’on conclut la condition suivante, pour les points 
qui s’y trouvent : 



dt 



dp dp dp dp 

— f— V -f- w -ü “ 

dx dy dz dt 



Ces difl’érentes équations relatives aux limites du iluido 
concourent avec l’état initial à la détermination des fonc- 
tions arbitraires introduites par l’intégration des équa- 
tions dillérentiellcs partielles. 

172. Lorsque «, e, te sont les dérivées partielles par 
rapport à -r, j , z d’une fonction y de ar, y, t, on peut 
réduire les équations (i) à une seule, et la solution delà 
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question est raïuetiée à la détermination de ip, puisqu'on 
en déduira u, r*, iv par des dilVérentialions. 

En ne considérant que les variables z dans <j), on 

aura, d’après l’hypotlièse, 

udx + vdy 4 - wdz = dy. 



Supposons, de plus, queX, Y, Z soient les dérivées par- 
tielles d’une fonction V, de sorte que l’on ait 

\dx ■+■ Ydy 4 - Zdz = dV. 

Cela posé, les équations (i) peuvent s’écrire ainsi : 



1 dp 


d\ 




dvf d'fsf 


dtf d'tf 


“fl 

1 


p dx 


dx 


dxdt 


dx dx' 


dyilxdy 


dz dxdz ' 


I dp 


dy 


d‘‘<ij 


dtf d'if 


</ç d'if 


df d'tf 


? 


’dy 


dydt 


dx dfdy 


dy dy' 


dz dydz ' 


idp 


dV 


d'<f 


df d'f 


df d'f 


d‘<f 


p dz 


^ dz 


dzdt 


dxdxdz 


dydydz 


dz dz' ■ 



Si l’on multiplie respectivement ces équations par <lx, 
dy, dz, et qu’on les ajoute, on obtient 



toutes les difiiércntielles étant prises par rapport à x,jr, z, 
en considérant t comme constant. 

Les deux membres de cette équation pourront s’inté- 
grer par rapport k X^ y, z toutes les fois que p sera une 
fonction connue de p, ou aura une valeur constante. 

173. Dans ce dernier cas, qui est edui d’un liquide 
homogène, on obtient 




il faudrait ajouter une fonction arbitraire du temps au 
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scconil nicinbro, mnis on peut la rt'gartlcr coinino ron- 
fcrinéc dans la fonction ®, et il est inutile de l’écrire. 
I.Vîfiuation do continuité se réduit, dans ce cas, à 



on 



lia 

dx 



dv du’ 

dy dz 



O, 



d-<^ 

fte’ dy' dz‘ 



Cette équation fera connaître ç en fonction de a:, j', s, 
et (juand les fonctions arbitraires auront été détermi- 
nées, on connaîtra «, t', te par la diflercnliation de la 

fonction o. 

« 

174. Dans le cas d’un fluide aériforme dont la tempé- 
rature est constante, on a. p = kp, et le premier membre 

de l’équation (6) devient A— • On obtient donc, en inté- 
grant , 






il’où l’on peut tirer p en fonction de (f. 

L’équation ( 2 ) peut se mettre sous la forme 




et, en y remettant la valeur de p tirée de la précédente, 
on aura une équation qui déterminera g> et par suite 
U, e, te. Dans le cas où les mouvements des points du 
fluide seraient assez rapides pour que la température 
s’élevât cl s’ abaissât successivement en chaque point, la 
force élastique ne serait plus simplement proportionnelle, 
à jO , elle dépendrait de l’accroissement de température, 
t{ui peut être regardé comme proportionnel à l’accroisse- 
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ment de la densité ; p dépendrait donc encore de p, et réci - 
proquement. Le premier membre de l'équation (6) pour- 
rait encore être intégré, et l’on agirait comme dans le cas 
précédent. 

17Î). Si les fonctions t/, sont les dérivées par- 

lielles d’une fonction de x, y, z pour une valeur quel- 
conque de t , il faut qu’elles le soient d’abord pour f = o; 
ce que l’on reconnaîtra facilement, puisque leurs valeurs 
• initiales sont données en fonction de x, y^ z. Or, La- 
grange a fait voir que , quand ces conditions sont remplies 
à une certaine époque, elles le sont à un instant quel- 
conque du mouvement; d’où il résulte que, si l’on recon- 
naît qu’elles le sont dans l’état initial, elles le seront 
indéfiniment , et les calculs précédents seront applicables. 

Nous allons démontrer cette importante proposition. 

Pour cela, nous partagerons le temps en intervalles 
infiniment petits, et nous calculerons de combien aug- 
mente l’expression udx -p vdy wdz dans un de ces 
intervalles, en déterminant les accroissements que pren- 
nent </, r, le dans le même temps, d’après les équations 
générales du mouvement des fluides. Or, il est clair que 
si udx -4- vdy i.vdz est à chaque instant la différentielle 
d’une fonction de x,j', z, il est nécessaire que la quan- 
tité dont elle augmente soit toujours elle-même une difl’é- 
rentielle exacte ; et réciproquement , si à une certaine 
époque cette expression est une dilférenlielle exacte et 
que tous ses accroissements infiniment petits successifs 
soient eux-mêmes des différentielles exactes , il en sera de 
même de leur somme et par consécfuent de l’expression 
udx -f- vdy -I- wdz à une époque quelconque. 

Soient donc/<i, e,, te, les valeurs de u, à une 
certaine époque pour laquelle ^ = et admettons cpic 
17)11 ait 
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9, étant une fonction des trois variables indépendantes 
x,y, Z. En considérant u, u, comme des fonctions 
de x,y, Z, t, les valeurs qu’elles auront pour t = -f- e 

pourront être développées par rapport aux puissances 
de £, et si l’on suppose cet accroissement infiniment 
petit, on devra se borner aux deux premiers termes, et 
l’on aura 

« = U, + ii'e. Il c, -+- v's, «■ = h’, -f- if'e, 

II, e', w' étant des fonctions de x,j, z , qui seront les dé- 
rivées partielles de u, e, w par rapport à t et relatives 
à t—ti. 

On déduit de là 

iidx -t- vdy-{-uidz = i\dr+ u\dt + «(«Vx +v’dy-^(v'dz). 

Donc, si udx-\-v>'dj-\-w'clz est une diflerentielle exacte, 
il en sera de même de udx -f- iidj -f- wdz à l’époque pour 
laquelle t = Or, les équations (i), considérées à 



époque 


où. t- 


= ^1, deviennent 










I dp 


= X - 


_ 'lîi 'Ht _ 






dp, 


d‘‘p, 


p dx 




iLx dx‘‘ 


dy 


dxdy 


dz 


dx dz ' 


i dp 


= Y - 


_ 'Jïi Hh. _ 


duf, 


d^tp, 


<ipi 


d^p, 


P 




dx dxdy 


¥ 


dy‘ 


dz 


dydz' 


I dp 


= Z - 


_ _ 




d‘<3x 




d^O\ 


p dz 




dx dxdz 


df 


dydz 


dz 


UF' 



Multiplions ces équations respectivement parr/r, dy, dz 

et ajoutons-lcs. Le premier membre — sera une dilféren- 

P 

tiellc exacte , soit dans le cas des liquides homogènes , 
parce que p est alors constant; soit dans le cas des gaz, 
parce que p est une fonction de p, la température étant 

supposée invariable. On peut donc remplacer — par 
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</P, P étant une certaine fonction de x,y, z; et, en sup- 
posant d’ailleurs que les forces extérieures soient telles 
ipie \dx-\-\tîy ~^2tdz soit la dilTércntiellc d'une cer- 
taine fonction V de x,j, z , on obtiendra 



c/P z= c/V — («'c/.r -+- v’ily -(- (v'dz) 




d’où l’on tirera 



u'dx -f- (’ 'dy -t- tv'dz 






Ainsi lidx v'/îy -f- w'dz est la difl’érentielle d’une cer- 
taine fonction des trois variables indépendantes x, y, z. 
Donc, si mlx +i>dy ~^wdz en est une à une certaine épo- 
que, elle le sera encore après que; le mouvement du fluide se 
sera opéré en vertu de toutes les actions et toutes les cir- 
eonstanccs , pendant un temps inllniment petit. Partant 
de l’état du fluide à celte nouvelle époque comme de la 
précédente , on prouvera de meme que udx -f- v>dy -)- wdz 
sera encore une dill’érentielle exacte après un nouvel in- 
tervalle, de temps infiniment petit, et ainsi de suite indé- 
liiiimcnt. 

Il suit de là que, si cetlc condition est remplie dans l’état 
initial, ce que l’on pourra toujours vérifier immédiate- 
ment, on peut être assuré qu'elle le sera à toute époque 
du mouvement. Si elle ne l’était pas dans l’état initial , 
il est clair qu’elle ne pourrait l’ètre à toute époque. 

11 est bon de remarquer que la condition dont il s’agit 
sera remplie toutes les fois que les vitesses seront nulles 
en tous les points dans l’état initial ; car alors on a 

udx -4- vdy -t- tvdz = o , 
c'c fpii est une dilfércntielle exacte. 
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170. Dans le mouvement très-simple d’un liijuide qui 
tourne uniformément autour d’un axe fixe , sans que ses 
points changent de position relative, utlx -|- udy + wdz 
n’est pas une cHftérentiellc exacte ; car, en désignant par w 
la vitesse angulaire constante, et prenant l’axe de rota- 
tion pour axe des z , on aura 

H = — aty, V — aX, If = O , 

et, par suites 

itdx -H l'dy -f- wdz = u {xdy — ydx), 

expression qui n’est pas une dill'érentielle exacte. Le cas 
dont il s’agit ne peut donc être traité par le procédé par- 
ticulier que nous avons exposé, et il faut recourir aux 
équations générales. 

Ou a , dans ce cas, 



du 

~dt 



— O, 



dv dw 




O , <!' = O, 



et les équations (i) deviennent 



\ dp i dp 

— J- — X -f- w j:, ~~r~ 

P <lx P dy 

d'où l’on déduit 



I dp 
dz 



— = Xf/x -yYdy -y 7jdz -+- w’ (xdx -f- ydy ) , 

équation qui ne dillèrepas de celle que nous avons trou- 
vée dans l’Hydrostatique, n" 131. 

Mouvement d'un liquide dans une hypothèse parti- 
culière. 

177. Lorsqu’un liquide homogène, renfermé dans un 
vase, s’écoule par un orifice pratiqué dans la hase hori- 
2 '' a /turc. i8 
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/oii(al<‘, i-t U'ès-pi-lit par rapport aux sociions horizon- 
tales (lu vase, rexpériencc montre que les molécules 
sitiuk's dans une même tranche horizontale, à un certain 
instant, y restent constamment tant (jn'clles ne sont pas 
très-voisines de l’orifice. On peut négliger les vitesses 
horizontales, lorsque les sections varient peu dans toute 
la hauteur du vase, et ont des dimensions très-petites 
par rapport .à cette hauteur; il n’y a plus alors que deux 
inconnues, la vitesse verticale et la pression. Ces suppo- 
sitions, connues sous le nom A'hypothèse du parai! élis nie 
des tranches, sont celles que nous admettons dans la 
question que nous allons traiter. Prenons l’axe des ,r 
dans la direction de la pesanteur, nous aurons 

Y = o, Z = O, X = g, 
et les équations (i) se réduisent , les deux dernières à 



(/p 

’iy 



= O, 




ce qui indicjue (jue la pression est la même pour tous les 
points d’une même tranche horizontale, et la première à 



H 



± 

dx 



( du du\ 



L’équaiion de continuité (3) ne saurait être employée 
dans le cas actuel , parce qu’elle renferme les dérivées de 
M, V, IV ; et quoique v et w soient très-petits par rapport 
à U , on ne peut dire que leurs dérivées puissent être négli- 
gées par rapport à celle de u. Mais on exprimera bien 
simplement la continuité, en égalant la quantité dc 
liquidc qui passe par une tranche quelconque à celle qui 
sort par l’orifice pendant un même temps infiniment petit. 
Kn etfet, désignons par (o l'aire de la section faite dans 
le vase, à une distance .r de l'origine; par fl l'aire de 
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l’orifice, et par Ü la vitesse avec laquelle le liquide v 
passe; les quantités de liquide qui passent par les sec- 
tions w et fl pendant le même intervalle f/t, sont respec- 
tivement 'Atidt et flU^f; d’oi'i résulte la condition 



ou 



U>H ~ liU, 



(^) 




les valeurs de «et U sc rapportant à la môme valeur de ï, 
U est une fonction de t seulement, o) est une fonction 
de X donnée par la forme du vase, et u est une fonction 
d»ï X et de t. Si l’on y fait varier t seulement, on a les 
valeurs successives de la vitesse de différentes couches, au 
moment où elles viennent passer par une même section. 
Si X seul varie dans », on a les vitesses de diflerentes 
couches au même instant, et si l'on y fait varier à la fois 
X et t sans établir de dépendance entre eux , on a la vitesse 
de la tranche qui passi; à cette autre époque par une autre 
section. Enfin, .si l’on veut connai ire la vitesse qu’aura , 
après le temps dt, la tranche qui , pour une valeur donnéi' 
de t et de ,r, a une vitesse » , il faudra faire varier t. de dt, 
et X de dx, en supposant dx ~ udt. 

Au moyen de l’équation (b) on peut éliminer n de 
l'équation (a) et y introduire U qui offre de l’avantage, 
en ce qu’elle n’est fonction que d’une seule variable t. 

On obtient ainsi 



ftp i 11 f/U ll’U’ df,>\ 

dx ^ \ ” w dt w ‘ dx) 

Multipliant les deux membres de cette équation par dx, 
et les intégi ant par rapport à x, à partir de la surface su- 
périeure, on obtient 
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l’inlcgrale^ — peut être supposée dlceiuée dans chaque 

cas particulier, puisque w est une fonction donnée de.r; 
C est une quantité arbitraire indépendante de.rel qui 
peut dépendre de t. 

Cela posé, il y a à considérer deux cas très-dilférents : 
(•(‘lui où le niveau du liquide serait maintenu à la même 
hauteur, et celui où il s’abaisserait par récoulcmcnl du 
liquide qui ne serait pas renouvelé; nous allons les exa- 
miner successivement. 

178. Soient P la pression constante exercée sur la sur- 
face supérieure du li(piidc, P' la pression exercée sur le 
liquide qui sort du vase; on aura sensiblement P' = P 
lorsque tout l’appareil sera compris dans un môme milieu 
gazeux. Soient h la distance du niveau à l’origine des t, 
et / sa distance à l’orifice. 

Déterminons la constante de l’équation précédente de 
manière que l’on ait p — P pour x = h, nous trouve- 
rons 

, n’U' 

C=: P - g-p/i-t- p— , 

O désignant la valeur de u au niveau du liquide. 

Il en résultera 



('•■) = P + - p“ SX" s (;i “è) ■’ 



SI nous posons 
il en l’ésullera 



SI nous posons 



» h -H / 



X = A 




P = P', 


£ 

II 


'de 

— = ni, 


1 

\\ 
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nous ubliendroiis 



hvdhoi>\namiqi;e;. 



9.77 



(rf) g[l + S) = .m-- + (y--j--, 

posant 

I — ^ — a’, et 2g (/ 4- 5 ) = /S 

« sera une quantité très-peu différente de l’unité, cl l’é- 
quation précédente donne, en la résolvant par rapport 
à dt, 

, 2/HUt/U 

int^raul les deux memlires, il vient 

mn , I /X ~t-aU\ 

Cj étant une constante arbitraire que l’on déterminera 
d’après la valeur initiale de U. En supposant les vitesses 
nulles lorsque t = o, on a C = i , et l’équation résolue 
par rapport à U devient 

/, , _ 

— â *■«< ’ 



I -I- c 



mil 



nu 



U étant déterminé, on connaîtra u par l’équation 11= ■ 
et P par l’équation (c). 

La valeur de U montre qu’après un certain temps , d’au- 
tant plus court que fl sera plus petit, les exponentielles 
sont sensiblement nulles , et que par conséquent la valeur 



de U converge vers la limite 
des limites correspondantes. 



i / sF"’ /’ ' 

V ’-ô' 
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Si l’on néglige le carré de la limite de la vitesse à 
l’orifice sera ^ (l + 0 ). 

Et enfin, si 0=0, c'est-à-dire si la pression extérieure 
est la même à l’orifice et au niveau de liquide, la vitesse 
à l’orifice devient Elle est donc la même que celle 

qu’acquerrait un corps pesant, en tombant dans le vide 
tV une hauteur égale à celle du liquide dans le vase. 

. • Kl - I dV 

La vitesse Ll étant devenue constante, on a — = o, 
et l’équation (c) se réduit à 

Il / ! ‘ \ 

_ P _ _ j . 

Or, dans l’état d’équilibre, la pression serait égale à 



Elle est donc moindre dans l’état de mouvement pour les 
sections telles que l’on ait r«)<;0, c’est-à-<lire pour celles 
qui ont des aires moindres que celle de la surface libre 
du liquide; elle est, au contraire, plus grande que dans 
l’état d’équilibre pour celles dont les aires sont plus 
grandes que O. 

Si l’on veut connaître le volume de liquide qui est 
sorti du vase au bout du temps t, il suffira d’intégrer 
fîUt/t entre o et t. Si l’on désigne ce volume par V, on 
trouve facilement 




log 



k9.t 

■iBlV. 



kte.t 

'im£l 



LV O’ 



Au bout d'un certain temps, on pourra négliger la 
seconde cxiwnentielle, et l’on aura sensiblement, en re- 
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meltanl luiui A sa valeur (/+ îJ), 



279 



V = 



+ à ) 




'?.m lo^'i 

I i 



il- O 



Le prciuier leriuc est le \oluuic ([Ui sciuil soi li si Ki 
vitesse avait été, dès l’origiiie, égale à sa limite 



V2g(/ + S, 




17‘J. Passons maiiitcnaiil au cas où le liquide, nctaiii 
pas renouvelé, le niveau s abaisse, cl h est une (onction 
ineoimue de t. 

Les équations (a), (/>), (<■), (c/) ont toujours lieu ; mais 
in et O sont maintenant des fonelions connues de h , et / 
dépend de h par l’équation 

h i y 



a désignant la clisiance constante de rorilieo à l’origine 
des X. 11 faudra à ces équations en ajouter une qui 
exprime (jue la quantité de liquide écoulé pendant un 
intervalle<iuelconque fit est égale au volume compris entre 
les deux niveaux correspondants au coiuinencemeiit et à 
la fin de cet intervalle. Celle équation est 



(<■) 



^ _ sUJ 
’Tïï ~ o' 



I/équation (fl) devient , en remplaçant l par a h , 

,/ll a’U’ / I I \ 

il reste donc à intégrer le système des deux équations 
simultanées («•) et ( / ). 
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Si l'on élimine eiiti'o elles r//, on oluienl 



g(a-h3 — /i) 



ll’U’/ 1 I \ 

"ô" 2 \ir>~ô’/ ’ 



ou , en posant U’ = 2 gz , 




équation linéaire du premier ordre par rapport à 2 , et 
que l’on pourra toujours intégrer dans chaque cas , puis- 
que O et m seront des fonctions connues de h. 

Lorsque 2 sera connu en fonction de h , on comiaitra L', 
et par suite t d’après l’équation (e); et réciprotjuement h 
et U seront connus en fonction de t. La valeur de u sera 
doniiw par l'équation (i), et celle de p par l’équation (c). 
La quantité de liquide écoulé se déterminera en calculant 
le volume du vase, compris entre le niveau initial et le 
niveau variable, et la durée de l’écoulement total s’ob- 
tiendra en faisant h = a dans la valeur de t. 

180. Si l’on suppose il extrêmement petit par rapport 
aux sections horizontales du vase , l’équation (r/) se sim^- 

plifie beaucoup. En effet, on peut négliger ^ et mSi, tant 

dans l’hypothèse d'un niveau variable que d’un niveau 

constant, à moins toutefois que “ ne soit très-igrand, ce 

qui a lieu au commencement du mouvement. On obtient 
ainsi 



ce qui donne pour U la vitesse limite que nous avions 
trouvée pour t itifini 

Dans la même hypothèse: d’un orifice très-petit, l<s 
ré-sultats sont sensiblement les mêmes , quelle (jue soit l.i 
direction de sou plan. 



Digilized by Google 




DKUXIÎIME ANNÉR. HYDROm XAMIQU K. a 8 1 

Mais, dans tous les cas, la vitesse donnée par l’expé- 
rience, et que l’on calcule d’après l’aire de l’orifice cl la 
quantité d’eau écoulée, est moiudre que celle que donne 
cette théorie dans le rapport de 0 , 62 . à l’unité. Ce rapport 
étant sensiblement constant, les vitesses réelles sont tou- 
jours entre elles comme les racines carrées des hauteurs 
de pression. 



Du mouvement permanent d'un liquide. 



181, Lorsque l’on entretient le niveau d’un liquide à 
une hauteur constante, on obtient, au bout d’tm certain 
temps, un état pennanent da.ns lequel toutes les circon- 
stances restent les mêmes au même point, et ne varient 
que d’un point à un autre. Ainsi , en un point quelconque, 
la vitesse du liquide sera constante en grandeur et en direc- 
tion , et par conséquent deux molécules qui à des époques 
difiérentes auront occupé une même position, parcour- 
ront la même trajectoire et d’une manière identique. 

Eu prenant l’axe des jrdans le sens de la pesanteur, les 
équations fouruies par le principe de d’Alembcrt seront 



± 

dx 








II, v', w' étant les dérivées, par rapport au temps, des 
composantes de la vitesse en un point quelconque. Dési- 
gnons par dx, dy, dz les accroissements qu’ont pris, après 
le temps dt, les coordonnées de la molécule qui était située 
en ce point; multiplions respectivement les équations 
précédentes par dx, dj, dz , et ajoutons-lcs , nous obtien- 
drons 

dj> z=. g^dx — c-[u’dx -t- v'ily iv'dz), 
nu , en désignant par ^ la vitesse de cette molécule en un 
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puitil «juek'onqiK’ île sa Ira jeeloirc, 

0 

dp =r d. V • ; 

iiilégraiu enln; deux points quelconques de cette tiajci- 
toirc, correspondants aux abscisses il vient 

{a) P — p, = gp (X ~ X. : — ; (V’ — V J) , 

poj ' o étant les valeurs de /^, \ au premier de ces deux 
points. Celte équation va nous conduire à un résultat 
remarquable, déjà obtenu dans la discussion de lu ques- 
tion précédente où l'on admettait des hypothèses plus 
particulières que celles que nous admettons ici. En e/l'el, 
supposons que la surface libre du liquide soit rigoureuse- 
ment plane et soumise en tous scs points à une pression 
égale et constante P, et comptons les x à partir de ce plan. 
Si dans l’équation («) nous faisons 

X, = U, p„ = P, 

le premier des deux points que l’on considérait sur la 
trajectoire sera pris à la surface supérieure du liquide ; 
on aura alors 

/>-p = è?', - ;(v’-v;). 

Or, si le vase est percé d’uii très-petit orilice à la partie 
inférieure, à une distance h au-dessous du niveau supé- 
rieur, on pourra admettre que dans toute l’étendue de 
cet orifice la vitesse de tous les points est la même 5 de 
sorte que pour x = /i il n’y ait qu’une seule valeur pour V. 
Si , de plus , on regarde la pression extérieure comme 
moindre qu'à la partie supérieure d'une quantité 
l’équation précédente devient, en y faisant x = h, 

-gp3=gp/‘-^{T-\l), 
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OU 

V" — v; = ■}.g(/i ■+- S). 



î«:î 



Soit k le rapport de l'aire de l’orilice à l’aire de la section 
du vase par le plan du niveau supérieur; on aura 



V,= XV, et par suite V'(i — X’) = 2g(/j -t- cî), 



d’où 






si h est très-petit, pourra être négligé, et l’on aiu'a sim- 
plement 

et si la pression est sensiblement la même à la partie 
supérieure du liquide et à l’orifice, on pourra négliger ô. 
et l’on aura 

V = \jlgh. 



On retombe ainsi sur les résultats obtenus précédemment. 



Ecoulement d'un Jlitide élastique. 



182. Nous admettrons encore l’hypothèse du parallé- 
lisme des tranches , et la question sera à peu près sem- 
blable à la précédente; seulement il sera permis de faire 
abstraction de la pesanteur* qui n’influe pas sensiblement 
sur les pressions. 

L’équation («) se trouvera par là réduite à 



(Ip tlu dit 

— h U —} h pu -7— O 

fU dt ^ (ix 



Pour obtenir l'équation de continuité, on considérera 
deux sections horizontales coiTcspondantes à x et x + dx. 
et l’on cherchera la masse de fluide qui s’y introthiit pen- 
dant le temps <U par la face sujHh-ieure, et celle qui en 
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son dans lo môme lemps par la lace infcrieuiT; l’excès de 
la première cjuanlilé sur la seconde, divisé par le volume 
o)Jz, donnera raccroissement partiel de la densité par 
rapport au temps. On trouvera ainsi 

dp d.fbui 



Enfin , eu supposant la température constante , on aura 

P = h, 



A étant une constante donnée. 

Ces trois équations détennincnt p, p et a en fonction 
de tctx. 

Si l’on élimine p, on aura 



k dp du 
P dx dt 




dp d.putt 
dt dx 



O. 



i 



Ces cx{uations aux différentielles partielles ne sont pas 
intégrables sous forme finie. jMais ce qu’il est surtout 
important de connaître, c’est la vitesse de l’écoulement, 
lorsque la pression et la vitesse sont devenues constantes 
en chaque point: ce qui arrive assez promptement, en 
suj)posant que le vase communique avec un réservoir qui 
renouvelle le gaz et détermine à la partie supérieure 
une pression constante. 

On a alors ^ = 0, ^ = o, et les équations précé- 
dentes deviennent 



kdp 

ptlx 



du 



ll./JMU 

dx 



= O. 



Les intégrales de ces deux éqtiatlons sont 
pviu = r, k logp = <■', 

c et c désignant des constantes arbitraires. 
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Soieiil P, U, O la pression, la vitesst; et l’aire de la 
section , relatives à la partie supérieure du vase ; F, U', O' 
leurs valeurs à l’orilice, ou aura 

PUO = c, 2/î logP -f- U’ = 2C', 

P'U'O' = c-, 2^ logP' + U'> = 2 C'. 

Ces quatre équations détermineront les constantes c, c 
ainsi que les vitesses du fluide à l’orifice et au sommet. 
En éliminant c cl c , on obtient 

cl éliminant U', on trouve 




L’orifice O' étant plus petit que O, cl la pression P' étant 
aussi moindre que P, sanscpioi l’écoulement n’aurait pas 
lieu, les deux termes de la fraction sous le radical sont 
positifs, et U est nécessairement réel. La valeur de U' se 
déduit de celle de U, et l’on trouve 




Les valeurs de c, c s’en déduisent facilement, et pai 
conséquent les valeurs de p et u seront déterminées en 
fonction de w et par suite de x. 

O' 

Si l’on suppose — très-petit, on aura U très-petit, et 



L” = \/ 



2^- log — Telle est la vitesse d’écoulement d'un 
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gaz par un irès-prlilorifice, lorsque les pressions P, P', à 
la partie supérieure et à l’orifice, sont constantes. 

Notions sur la résistance des fluides. 

183. Lorsqu’un corps solide se meut dans un fluide, il 
éprouve une résistance qui dépend de sa forme, de sa 
vitesse et de la nature du fluide. Les pressions exercées 
sur les difl’érents points de la surface sont trcs-difl'éreiiies 
de ce qu’elles seraient dans l’élat d’équilibre, et le calcul 
ii’a pu encore y être appliqué avec succès. Les expériences 
n’ont même pas donné de lois empiriques assez générales 
pour être susceptibles d’applications utiles dans le cas de 
corps de forme quelconque. On a cependant quelques 
résultats assez généraux relativement à la résistance des 
liquides en mouvement contr»; des plans qui se meuvent 
parallèlement à eiix-nièmes. Ces résultats et les expé- 
riences d’où on les a déduits se rapportant au cours de 
maebincs, nous ne nous en occuperons pas ici, et nous 
nous bornerons à un cas qui peut être traité par le calcul , 
et qui a pour objet la pression exercée par une veine 
liquide contre un plan. 

184. Pression d’une veine liquide sur un plan. — 
Supposons un liquide dont la densité soit p, qui .s'écoule 
par nu orifice dont l’aire soit w, de telle .sorte que les 
vitesses de toutes les molécules qui passent par l’orifice 
soient égales, parallèles et indépendantes du temps, et 
faisons abstraction de la pesanteur, pour ne considérer 
que l’effet dû à la vitesse du liquide. Le mouvement de 
cette veine est modifié par un plan fixe , ou mobile en res- 
tant parallèle à lui-même; et l’on suppose que le liquide 
s’écoule le long du plan , et que celui-ci soit assez pro- 
longé pour que toutes les molécules aient acquis, avant 
de le quitter, des vitesses parallèles à ce plan. On de- 
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niaïuU- quel efVort sera nécessaire pour inaintonir le plan 
en rejK)s, ou dans un élat donné de mouveinenl uniforme. 

Considérons d'aboixl le cas où le plan sérail en repo.s 
el perpendiculaire à la direction de la veine fluide, et, 
|M)ur nous représenter plus commodément le système des 
poiuts en mouvement, supposons que la veine fluide ait 
une longueur indéfinie et une vitesse constante Les 

choses SC passent comme s'il en était ainsi, et nous pour- 
i-ons plus facilement appliquer les principes généraux du 
mouvement. Les molécules du liquide, tant avant qu'a- 
pres la rencontre du plan, forment un système de points 
libres , soumis h leurs actions mutuelles et aux forces 
normales exercées sur une partie d’entre elles par le 
plan. 

On aura donc, en supposant l'axe, des x positifs dans 
le sens du mouvement du liquide. 



en désignant par X la force produite par réléinent t// île 
la surface du plan, et qui est égale et contraire à la pres- 
sion que le fluide exerce sur lui. Désignant par Tl la 
somme de toutes ces pressions élémentaires, on la résis- 
tance totale du plan, on aura 



L'état du système étant devenu invariable, intégrons les 
deux membres de cette équation par rapport au temps , 
entre deux époques éloignées l’iine de l’autre d'une unité 
de temps, nous obtiendrons 



R = 



(tx 

s m -, ï m 

dt 




le second membre étant la difl'érence entre 1i!s compo- 
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saules, pei'peiidiculaiies au plan, des quantités de mou- 
vement de tous les points du liquide à ces deux époques. 
Or, tous les points où les vitesses perpendiculaires au plan 
sont variables, fonnant à chaque instant un système 
identique, il s’ensuit que la valeur de ce second membre 
n’est autre chose que là différence entre les composantes 
des quantités de mouvement de la partie du liquide qui a 
quitté le plan et de celle dont la veine indéfinie a été 
diminuée. Or, la première quantité est nulle, puisque le 
liquide quitte le plan avec une vitesse dont la composante 
normale au plan est nulle; il ne reste donc que la seconde 
quantité , dont la valeur est le produit de la quantité de 
liquide écoulée dans l’unité de temps, ou pwt» par la 
vitesse t' quelle avait , ce qui donne pwv*. 

L’équation précédente devient ainsi 

R — — pw(>’. 

La pression égale et contraire qu’éprouve le plan est donc 

pwi' 

* 18S. Supposons maintenant que le plan se transporte 

parallèlement à lui-mème, et qu’il ne produise en chaque 
point que des forces normales, il sera inutile d’avoir 
égard à la composante de sa vitesse dans le sens du plan 
même, et l’on se bornera à considérer la vitesse normale w, 
que l’on regardera comme positive quand elle sera dans 
le même sens que e, cl comme négative dans le cas con- 
traire. Or, on ne changera rien aux pressions en donnant 
un mouvement commun à tous les points du .système, cl 
par consécjuent on pourra réduire le plan au repos , ce 
qui ramènera au cas précédent. Il suffira pour cela d’ajou- 
ter — U à la vitesse de chaque point, et l’on se trouve 
dans le même cas que si , le plan étant en rejms, la vites.se 
du liquide à l’orifice était {y — h); on aura donc, pour 
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l’cxpixission de la résistance opposée au plan, po)(e — »/)*. 

186. Supposons enGn fjiie le plan fasse avec la direc- 
tion de la veine un angle quelconque 5, et se meuve paral- 
lèlement à lui-mèinc. Décomposons sa vitesse en deux 
autres: l’une dans le sens même de ce plan, et que l’on 
peut négliger; l’autre parallèle à la direction de la veine. 
Désignons cette dernière par u et donnons au système 
entier une vitesse égale et contraire. Le plan deviendra 
immobile et la vitesse du liquide sera réduite à (e — u). 

Cela posé, si nous prenons l’axe des x perpendiculaire 
auplaniixc, nous aurons toujours l’équation 



„ _ (It (tx, 

2Xr/X= 1m — lm — r-% 

t// dt 



et l’état du liquide étant devenu Invariable, le second 
membre se réduira encore à la ma.sse écoulée pendant 
l’unité de temps , ou pto (y — n) , multipliée par la compo- 
sante delà vitesse (i' — «) perpendiculairement au plan, 
ou (i' — u) sin5. La pression exercée sur le plan mobile est 
donc pw ((' — 7t*) sin6. On peut donner une autre forme à 
cette expression , en désignant par n la vitesse du plan esti- 
mée suivant la normale. On a alors u = et la pres- 

sin 6 * 

. , . , ((’ sin 0 — aV 

sion devient alors pw ^ — r— ^ 

sin 0 

on a n = O , et la pression .se réduit h poie* sin9. 

Ces formules sont démontrées, par d’autres considéra- 
tions, dans le Mémoire de M. Coriolis ('•‘) surin principe 
tins forces vives duns les mnm’cmnnls relatifs des ma- 
chines. 



; si le plan est en repos. 



(*; Jüurrutl dt* l'Keoie PoJytechnufu** , rniùer. 



2 '* annt'c. 




■9 
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CAI.CUI. OES PETITS MOUVEMENTS DES FLUIDES ÉLASTIQUES. 

187. I.orsqiic tous les points d’un fluide n'ont que des 
mouvements extrêmement petits, les équations générales 
se simplifient beaucoup, et conduisent à quelques lois 
simples que nous allons exposer. 

Nous supposerons que l’expression lulx vdy -J- %vdz 
soit à chaque instant la diirércnticlle d’une fonction ç de 
,r, J', prise seulement par rapport aux variables 

,r, y, Z. Nous savons qu’il sulfit pour cela que, dans 
l'état initial , les composantes connues ii , e, de la 
vites.se d’un point quelconque soient les dérivées par- 
tielles, par rapporta z, d’une même fonction de ces 
trois variables considérées comme indépendantes; ce qui 
aura lieu en particulier si les vitesses initiales sont nulles. 
Nous devrons donc, dans les questions que nous allons 
étudier, faire usage de l’équation (6) du n” 172; et nous 
allons d’abord y ojiérer les simplifications qui résultent 
de l’hypothèse ipie les mouvements restent très-petit. 

Soient D la densité du gaz dans son état naturel d’équi- 
libre, celle du mercure étant prise pour unité; la 
force élastique de ce gaz, h la hauteur de mercure qui la 
mesure, et g" la gravité; on aura 

]>> -- gh- 

Désignons par p la densité variable du gaz, par y sa con- 
densation positive ou négative , et par /> sa force élastique, 
on aura 

P = D ( I -t- v) , 

et, en supposant la température égale à eelle de l’état 
initial , 

P = g>‘{' + 7)- 

Mais la coinlensation dévelojipe une certaine quantité de 
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chaleur qui lui est proportionnelle, si elle est très-petite, 
comme nous le supposons. Cette chaleur n’a pas le temps 
de se répandre si les alternatives de dilatation et de con- 
densation se succèdent rapidement, comme cela aura lieu 
dans les questions que nous examinerons; on doit donc la 
considérer comme ayant pour ellct d^élever la tempéra- 
ture des points où elle est dégagée d’une quantité de môme 
signe que la condensation , et proportionnelle à sa gran- 
deur. Dans le cas où la chaleur aurait le temps de se 
dissiper dans le milieu, on n’en tiendrait pas compte 
dans le calcul. Si l’on représente par 0 le nombre positif 
ou négatif de degrés centésimaux dont s’élève la tempé- 
rature primitive (' du gaz, pour une condensation y, par 
c et c les chaleurs spécifiques du gaz à pression constante 
et à volume constant, et par « le coefficient de dilatation 
de ce gaz, on démontre en physique que ces quantités ont 
entre elles la relation suivante ; 




on aura , de plus , la proportion 

P : p,:: D(i -t-7)[i «(r-t-S)] : D(i -t-ar), 

d’où l’on tire, en remplaçant par gh et négligeant 
les puissances de tx supérieures à la première, et le pro- 
duit des quantités très-petites y, 6, 

P = g/i{i 7 -I- afl), 



ou , en remplaçant aO par sa valeur en fonction de y, 
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LVHjiialion (6) (levinil ainsi 






Hjîy-(i)'+(â)']' 



Or, en supposant que les condensations et vitesses ini- 
tiales soient des quantités extrêmement petites du même 
ordre, et qu’il en soit de même à une époque quelconque, 

, 1 , J do d(f (If 

on pourra négliger les carres des composantes — > ^ 

par rapport à Z(i -+-7), qui peut être remplacé par 7, et 
la dernière équation se réduit à 



ghe 






De' dt 



ou , en posant —, = a , 

(') 



I do 



L’équation de continuité 

da d.pu d.çv 

dt dx dy 

devient d’abord 



d.ùw 

f<» 



d'j 

Tt 









dx 



dy 



dz 



= O, 



on , en négligeant les ternies très-petits par rapport à 
ceux qui subsistent dans l’équation , 

Tt rT- ^ Æ’ 



(5) 



J — 



Les équations (i) et (2) déterminent 7 et 
Si l'on élimine entre elles 7, on obtient 






/ rl^w (l'o (i'x\ 



ii* 
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On ost doue ramené à rinlégraiion d’iiiie ikjiialioii tlillé- 
r«!uliolle partielle du second ordre, linéaire el à coefti- 
c.ienls constants. Les l’onclions arbitraires se détermine- 



ront par les valeurs initiales de ç et ~ , et il ii’y aura pas 

d’autres conditions si le fluide est indédiii dans tous les 
sens. Dans le cas contraire, il y a, eoinine nous le savons, 
des équations particulières aux limites, qui augineutenl 
beaucoup les difficultés du calcul. 



La valeur initiale de 



^ est connue par celle de 7 qui 



est une donnée nécessaire. Quant à celle de y, elle ré- 
sulte des valeurs initiales des conq)osantes de la vitesse, 

ilm <lo r/® . , . 1 ' ^ • 

~t -—■> , qui sont nécessairement donni'es. Les trois 

<lx dy dz * 

fonctions de J’, J', s déterminent, à une constante près, la 
fonction ç; et comme cette constante ne peut avoir au- 
cune influence sur les quantités cliercbées, ijui s obtien- 
nent toutes par la diflérciitlation de la fonction (f, on n'en 
doit tenir aucun compte, et l’on peut considérer la fonc- 
tion générale ç comme connue lorsqu’on y fait l = o. 

Le problème de mécanique est donc ramené à une ques- 
tion de calcul intégral dont les données sont complètes. 
Nous nous bornerons à la traiter dans quelques cas pai - 
tlculiers. 



188. Superposition des effets. — Si dans ce fluide, 
supposé indéflnl dans tous les sens, on conçoit divers états 
Initiaux et les mouvements partiels qui leur correspon- 
draient, et satisferaient à l’équation (3), il est facile de 
reconnaître que, si l’on considère un nouvel état initial 
résultant de la composition des premiers, le mouvement 
cori-espondant pourra être obtenu à une époque quel- 
conque par la composition des mouvements partiels rela- 
tifs à la même époipu;^ cette conqMisition étant entendue 
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dans le sens ordinaire pour les vilesses, el eoiisislaiit dans 
une addition algél)ri([ue pour les condensations. Kn eflet, 
soient y,, !f,, ©j,... les valeurs de ip correspondantes aux 
mouvements partiels , et qui satisfont séparément à l'équa- 
tion (3) ; posons 

(j) = y, H- (j/j -1- (j>j -4- . . . . 

La fonction p satisfera elle-même à l’équation (3), et re- 
présentera, par eonséquenl, un mouvement particulier 
du fluide. Sa dérivée par rapport à t sera la somme de 
celles des fonctions y,, p, — En les considérant toutes pour 
la valeur < =o, on eu conclura d'abord (jue la condensa- 
tion initiale du fluide dans le mouvement représenté par ip 
est la somme des condensations initiales relatives aux 
divers mouvements partiels ; et, de plus , les dérivées de ç 
par rapport à X, y, z seront les sommes de celles des fonc- 
tions p,, © 1 , ©svi J on y fait ^ = o, on en conclut rpie 
dans le mouvement représenté par p, les vitesses initiales 
de chaque molécule s'obtiennent en composant celles qui 
se rapportent h la même molécule dans les états initiaux 
partiels. Donc l’état initial du fluide dans le mouvement 
repré-senté par p est identique pour les condensations et 
pour les vitesses à celui que nous nous proposions de dé- 
terminer; ces deux mouvements sont donc identiques à 
une époque quelconque. Si maintenant , au lieu de faire 

ï = O dans les fonctions —, on attribue à 

elt dx dy dz 

cette variable une valeur quelconque, ces fonctions se- 
ront toujours les sommes de celles tpii correspondent à 
pu — Donc enfin les condensations et les compo- 

santes delà vitesse dans le mouvement cherché seront <à 
chaque instant les sommes algébriques de celles (pie l’on 
observerait .à la même époque, et respectivement aux 
mêmes points, dans les mouvements déterminés par les 
états initiaux partiels. 
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Monvemenl d'un (juz iluns un liiyuii cyHitdi 'unu- 
indéfini. 

189. Supposous un cylin<Ji'<! creux iiuléliiii, dont la set- 
lion orlliogonale soit une courbe (picleoiique , cl (jui soit 
rempli d'un gaz homogène, par exemple d'air alniospliè- 
rifjue. Dans une étendue ([uelconque de ce luyau, on a 
déplacé les molécules de telle sorte que celles qui élaieni 
dans une même section orthogonale y soient restées , et se 
soient mues parallèlement aux arêtes du cylindre; puis 
on a imprimé à toutes ces molécules des vitesses paral- 
lèles à ces arêtes et égales pour celles qui sont daus une 
même section: et ensuite on a abandonné le fluide à lui- 
même, sans introiluire aueuue force extérieure. II s’agit 
de déterminer toutes les circonstances du mouvement (jui 
en résultera. 

iN ous remarquerons d’abord qm^ le mouvement de toutes 
les molécules situées dans une même section sera le même, 
et, de plus, parallèle aux arêtes du cylindre. Si ilone on 
prend cette direction pour celle de l’axe des a:, la con- 
densation y et la vitesse u ou ne dépendront «(ue de 
X et t. 

l.es é({uations du problème seront donc 

I r/y 
rt' <tt' 



7 



(') 



tl y 



a y 
r/x’ 



et si l’on suppose que les vitesses initiales soient exprimées 
par la fonction (j'(x), et les condensations initiales par 
X(x), on devra avoir 



(5) 






iiif 

Ht 



■ jmin /=ro. 
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L’intégrale de l’équalion (i) est 

( 3 ) œ = P’, (.r -h nt) (x — rit ) , 

Fl et J\ désignant des fonctions arliitraircs, dont nous 
représenterons les fonctions dérivées par F et J'. Les équa- 
tions (2) donneront, pour déterminer ces fonctions, les 
deux conditions suivantes : 

/W — l' W = "zW. 

d’où l’on tire 

/(x) = iM±"zW, K(x) = 

Si maintenant on dilVéreulie l’équalion ( 3 ) par rapport à 
X et à f, on trouvera, d’après les valeurs qui viennent 
d’être déterminées pour les fonctions J cl F, 

i{i (.r at) — ay[x - 4 - at) t]/ (x — nC) -H ny_ [x — al) 

n = -t- ■ 1 

7 . 7 . 

^|/ (x — nt)-\- ay (x — at) 1}' (■^ + 

7. 2 

Mais, pour plus de simplicité, nous conserverons tes 
fonctions F clj\ et nous aurons les formules suivantes ; 

( 4 ) « = F (x 4- «/) -^/(x — at), 

( 5 ) «7 = — F(x 4- «t)-+-/(x — at). 

Les fonctions ^ et / étant données pour toutes les valeurs 
de la variable entre — 00 et 00 , on connaîtra n et y 
pour des valeurs quelconques de x et t. 

Si l'on veut connaître le mouvement des molécules 
comprises dans une section particulière, qui dans l’état 
initial cori'cspondait à l’abscisse a, il faudra, dans l’équa- 

tion ( 4 ), remplacer u par — -, et intégrer celle (jüe l’on 
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obtient par là entre x et t. On connaîtra ainsi, en fonc- 
tion du temps, l’abscisse des molécules en question. La 
constante que cctlc intégration introduira sera déter- 
minée par la condition que pour f = o on ait x = a. Il 
sera inutile de s’occuper de la vitesse initiale, puisque 
la valeur générale de ii satisfait à la condition des vitesses 
initiales pour tous les points du fluidi?. 

190. Examinons le cas particulier où l’ébranlement 
initial est limité, et s’étend par exemple depuis a: = o 
jusqu'à a:= / , ou depuis l'origine A jusqu'en B (Jig. i3). 

Alors les fonctions données tr* et sont imllcs pour toute 
valeur de la variable, plus petite que o ou plus grande 
que /; et il en est de meme, par conséquent , des fonctions 
F, Nous partagerons cette discussion en trois parties, 
correspondantes aux trois régions dans lesquelles l'ébraii- 
Icmeut initial divise l’axe des x, 

1 °. Considérons d’abord un point quelconque M en 
dehors de AB et du côté des X positifs, c’est-à-dire pour 
lequel on a X > / ; et supposons t > o, ce qui veut dire 
que nous considérons les époijues postérieures à celle qui 
est prise pour origine des temps. 

Dans ce cas, on a 

X -h (U /, 

et, par consécjucnt. 



F(x-i-at) = o, — 

Les formules (4) et (5) se réduisent donc aux termes où 
entre x — nt, et l’on a 



( 6 ) 



I " = /[x: — fit], 

\ <77 = /{x — al), 



d’où résulte, entre la vitesse et la condensation, la rela- 
tion remarquable 

U r= //y. 
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Mais , jH)ur (|iic r»‘s valoui's tli' ii cl y ne soinil pas luillcs, 
il faut (jiu: l'on ait 



ou 



J- — ut /, et X — ^ O, 



f > 





Ainsi, le point M reste en rejHts Jusipi'à l’épocpie pour 
la(|uelle on a 

_ X — l _ KM 
n U ’ 



il esl en inouveinent jusqu’à celle où l’on a 

_ X _ AM 
a a ' 

puis il retombeau repos et y reste indéfiniment. l;e inou- 
veimnit se propage doue dans le sens RX avec une vitesse 
égale à «, et subsiste eu chaque point pendant un temps 

égal à de sorte que la partie ébranlée a une longueur l 

et semble se mouvoir avec la vitesse a en présentant con- 
stamment le meme aspect, puis([ue la variable x — at y 
a toutes les valeurs comprises entre o et /. IMais ce mou- 
vement n’est qu’une simple apparence; cette onde esl 
composée de molécules qui se remplacent à chaque in- 
stant, et l’on p(!Utdire (jue c’est la figure gétnnétrique qui 
se meut avec la vitesse n, et non les molécules de Iluidcs 
<pti y sont comprises. 

2". Considérons maintenant un point iM’ pour lequel 
on ait X <Co, et à plus forte raison x — nt < o. On aura 
alors 

F (x — at) — Q, /(x — nt) ~ o, 
cl les foi mules (,j) et (à) se réduiseni aux lernies où entre 
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a* + on a ainsi 



I « =r F(x + at), 

[ «7 = — t (,r -f- atj. 

Ou a encore, au signe près, le même rappor( constanl 
entre la vitesse et la condensation; il est <,'\priiné par 
l’équation 

Il = — ny. 



On reconnaît facilement que les valeurs de it et y ne se- 
ront diU’ércntes de zéro que si l'on a 

a- -I- at ;> O , ,r -f- n/ cT /, 

d’on 



ou encoi’e 




^ AM' 

f > , 

a 



I < 



T5M' 

(I ' 



il résulte de là, comme on devait s’v attendre, (|ue le 
mouvement se propage dans la partie AX' comme dans la 
partie HX , avec une vitesse «; que tout point se meut 

pendant le temps et que la partie ébranlée où l'onde a 

une longueur/, est toujours constituée de la même ma- 
nière et se déplace uniformément avec la vitesse a dans le 
sens des x négatifs. 

3”. Considérons, en dernier lieu, un point M“ entre 
A et 15 , on aura 

. ^ > O, X < /, 



de sorte qu(! X — nt. et x at. resteront pendant un cer- 
tain temps compris l'im et l'autre entre o et /, <;t tous les 
termes des formules (4) et (5) subsisteront. Mais x al 
deviendi'a ^/ après l'instant pour le([uel on aura 

lit — IJM", 
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et, depuis ce momciil, les i'onetious de x al seront 
nulles. Demème, x — «t deviendra négatifaprès répo([iie 
pour laquelle on aura 

at = AM". 

Ainsi , on considérera les termes en x-+-ntqui se ra[i- 
portentà l’onde qui niarclie vers les x négatifs, jusqu’à ce 
([lie le point B soit arrivé en M" en se mouvant avec la 
vitesse «5 on considérera les termi^s en x — at qui se 
rapportent à l’onde qui marclie vers les x positifs , jus([u’à 
ce que le point A, se mouvant avec la vitesse «, soit 
arrivé en M". Et par conséquent, si l’on considère les 
deux parties qui compos<;nt les formuli's (4) et (5) comme 
exprimant respectivement les vitesses et les condensations 
dans deux ondes distinctes, et que l’on suppose que cha- 
cune de ces ondes se déplace avec une vitesse a, runc 
dans un sens, et l’autre dans l’autre, en conservant tou- 
jours la même constitution, on aura, à un instant i|uel- 
conque, l’état du fluide, en plaçant ces deux ondes dans 
la position où leur mouvement les aura amenées à cette 
époque, et superposant les condensations et les vitessi's 
dans les parties où idles se pénétreront si clics ne se sont 
pas encore entièrement séparées. 

On aurait les états antérieurs à l’époque prise pour ori- 
gine des temps , en faisant marcher respectivement en sens 
contraire ces mêmes ondes, avec la vitesse a, pendant un 
temps égal à l’intervalle ([ui sépare l’époque eu question 
de l’origine des temps. 

191. Nous venons de voir (ju’uu ébranlement initial 
d’une longueur finie donnait naissance à deux ondes de 
même longueur, animées de vitesses égales et de sens con- 
traire. Mais il est possible <pic l’une de ces ondes n’existe 
pas. La première par exemple, (pii correspond aux for- 
ihu1i!s(6‘), disparaîtrait si l’on avait pour toutes les valeurs 
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de Z comprises entre o et / 

■+■ "zW = O- 

11 n’existerait alors que l’onde qui correspond aux for- 
mules (7). Et de même celle-ci n’existerait pas , et la pre- 
mière subsisterait seule, si l'on avait 

'Î'W — "zW = O- 

Ainsi , pour qu’il n’y ait qu’une seule onde, il est néees- 
saire et suiüsant que le rapport de à zW soit-)- a 

ou — a; ou, en d’autres termes, que dans l’état initial le 
rapport de la vitesse .1 la condensation en un point quel- 
conque de la partie ébranlée soit -1- « ou — a. 

Mouvement d’un ijaz dans un tuyau limité datis iin sens. 

192 . Nous venons de voir quelle est la loi du mouve- 
ment dans un tuyau indéfini dans les deux sens. Exami- 
nons maintenant la modification qu’elle subit lorsque le 
tuyau est limité dans un sens et terminé par un plan fixe, 
ou en communication avec un immense réservoir de gaz 
soumis à une pression constante, par exemple avec l’at- 
mosphère. Nous discuterons séparément ces deux cas. 

1”. Cas d’un tuyau fermé. — Supposons d’abord le 
tuyau terminé par un plan fixe , et comptons les x posi- 
tifs A partir de ce plan , et dans le sens du tuyau. 

Nous avons admis généralement que lesmolécides pri- 
mitivement en contact avec une paroi y restent con- 
stamment appliquées. Ainsi , dans le cas actuel , la section 
correspondante à o aura une vitesse nulle à chaque 
instant; c’est-.à-dire que l’on aura 

(il ^ — 0 , pour a: = O, 

(Ix 

quel que soit t. (’etle nouvelle condition devra être jointe 
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à celles qui résultent de l’étal initial du gaz qui est donné 
dans toute l’étendue du tuj’au, c’est-à-dire pour toutes 
les valeurs positives de x. Aous leprésenterons toujours 
par<|/(x')et ;((x) la vitesse et la condensation initiales; 
ces fonctions ne seront données <jue pour les valeurs posi- 
tives de la variable, et sont entièrement arbitraires pour 
ses valeurs négatives. C’est cette indétermination rpii per- 
mettra de satisfaire à la condition relative à l’extrémité; 
car nous avons vu que, lorsque ces fonctions sont données 
pour toutes les valeurs de la variable, la valeur de ç est 
complètement déterminée , et on ne peut plus l’assujettir 
à aucune condition particulière. 

La valeur générale de f qui satisfait à l’équation dilîe- 
rcnliclle sera toujours 

( 2 ) y = F, (x -t- af) (x — ai). 

La condition (i) conduit à l’équation suivante ; 

F {ai) -t-/(— at) = 0 , 

et comme elle doit avoir lieu quel que soit t, en gran- 
deur et en signe, si l’on remplace at par z , on devra avoir, 
quel <|ue soit z , 

(3) F(3)-4-/(-a) = o. 

Au moyen de cette équation, les fonctions 1’ et qui 
sont données pour les valeurs positives de la variable, 
seront connues pour ses valeurs négatives. En cll'ct, en 
supposant z positif, on en tirera 

/(~ 2 )=— F(z), 

ce qui fait connaître y pour toutes les valeurs négatives 
de la variable. 

Et si l’on change z en — • z dans l’é<{ualioii (.3) et (|ue 
l’on suppose encore z positif, ou trouvera 

F (— 2) = — /(2). 
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l'tlualioii qui l’ora coniiailrt! F pour toutes les valeurs né- 
gatives (le la variable. 

Ces eouditioiis peuvent sc représenter géométricpie- 
ment d’ime manière très-simple. Si l’on conçoit, dans 
toute l’étendue de l’axe des .r , les courbes ayant pour 
équations 

^=F(xl, y = f{x), 

le lieu géométrique eomposé de la partie de l’une quel- 
conque des deux rpii est située du côté des x positifs, et 
de la partie de l’autre qui est située du côté des x néga- 
tifs, a pour centre l’origine. F.t, du reste, les branches de 
l’uiH! et de l’autre, situées du côté des x positifs, sont 
déterminées, eomme nous l’avons déjà vu, par les fonc- 
tions cl ’j(_, qui sont données dans chaque cas parti- 
culier. ‘ 

Cette construc'.ion, qui n’est que la représentation des 
conditions analytitpics , pourra toujours les remplacer, 
et facilitera quelquefois les discussions. 

On voit ainsi comment la condition (i), qui exprime 
l’immobilité d’une tranche du gaz, conduit à la connais- 
sance complète des fonctions F clj\ et par conséquent à 
la solution de la question proposée. 

La valeur de ^ ou de la vitesse «, et la condensation v, 
dx ' 

ou — seront exprimées de la manière suivante, 

fl» dt ' ^ ’ 

d’après l’équation (2) ; 



( 4 ) 

( 5 ) 



H = F (x H- fl/} -t- f[x — fl/i , 
fly = — F {.r q- ni) -)-/( r — fl/). 



Ces formules conduisent d’abord à cette conséquence re- 
marquable, qu’à une époque quelconque, en deux points 
situés de part et d’autre du plan fixe et à égale distance. 



Digilized by Google 



3«l colins I>E MKCANIQIIF. 

la vilcsso csl la mémo au signe près, et la condensalioii 
est la mémo. En oiret , si dans u ou change en — x et 
qu'on désigne par «i sa nouvelle valeur, on a 

«,=F(— 4T-f- at) -4-/(— x—at) = ~f(x—at) — F(^ fit)= —u, 

et de même, en changeant x en — x dans «y, on trouve 

ny,= — F( — x+at) -f-/( — x — at) =f[x — at) — F(x-(-<if)=:ay. 

Cette propriété, qui subsiste quel que soit existe pour 
ï = O, c’est-à-dire dans l’état initial, et nous insisterons 
particulièrement ici sur la manière dont on exprime dans 
le calcul les conditions relatives aux limites des systèmes. 
L’équatioii diirérenticlle partielle serait satisfaite dans le 
mouvement du gaz homogène qui serait renfermé dans le 
tuyau prolongé indéfiniment. Or, on peut disposer arbi- 
trairement de l’état initial de tout l'espace dans lef|uel on 
a prolongé le système; et toute la difficulté est de trouver 
comment il faut le choisir pour qu’en abandonnant en- 
suile le système total à lui-mème, sans tenir compte des 
conditions physiques qui existaient aux limites, ces con- 
ditions se trouvent remplies d’ellcs-mèmes à chaque in- 
stant. Si l’on peut y 2>arvenir, la question du système li- 
mité rentre dans la question, toujours plus facile, du 
•système indéfini dans lequel l’état initial est connu. 

Dans le cas actuel, il était facile de prévoir ce que le 
calcul nous a annoncé relativement à l’état initial qu’il 
fallait donner au fluide dans le prolongement du tube du 
l’èté des ,r négatifs. En ellet, en donnant aux molécules 
situées dans des sections équidistantes de l’origine, des 
vitesses égales et de signes contraire, et y supposant des 
condensations identiques, tout est symétrique par rapport 
à l’origine, et, en supprimant le plan fixe, les molécules 
qui le remplaceront, étant à chaque instant sollicitées par 
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tk‘8 forces égales et coiitraires, resteront perpétuellement 
en repos. 

193. Examinons en particulier le cas où l’ébranlement 
initial ne s’étend qu’entre les abscisses d et d-\- l. Alors 
les fonctions F en f sont nulles pour toutes les valeurs 
positives de la variable qui ne sont pas comprises entre* 
d cl d-\-l\ et ^ d'après l’équation (3) , pour toutes les va- 
leurs négatives non comprises entre — d cl — d — l. C’est 
ce que représente la Jig. 1 4 , dans laquelle 

AB = AB' = d, et BC = B'C' = l. 

La partie BC de l’ébranlement va donner naissance à 
deux ondes animées , l’une, de la vitesse -\-a, l’autre, de 
la vitesse — a. La partie B'C' donnera naissance à deux 
ondes qui seront constamment symétriques des deux autres 
par rapport au point A. Lorsqu’elles seront arrivées l’unè 
et l’autre en A , elles continueront leur marche et se péné- 
treront en se superposant , d’après le principe démontré 
généralement. 

D’où l’on voit que l’efrct dans le tuyau fermé AX est 
le mémo {juc si l’onde qui marche de BC vers le plan 
fixe A, en arrivant à ce plan, se repliait sur elle-même, 
do telle sorte que ses diverses parties, conservant la 
même condensation et la môme vitesse on sens contraire, 
se superposassent toujours avec les parties correspon- 
dantes à la même abscisse et qui marchent encore vers le 
plan fixe. Et lorsque la seconde extrémité de l’onde partie 
de BC est arrivée en A, l’onde entière se trouve tournée 
eu sens inverse , et marche indéfiniment du côté des x 
positifs. C’est en cela que consiste la réflexion d’une onde 
plane contre un plan qui lui est parallèle. Cet efl’et se 
produit, quelle que soit la longueur de la partie ébranlée 
BC; elle peut s’étendre indéfiniment depuis le plan A jus- 
qu’à .r = CO ; elle peut avoir une longueur infiniment 
2' année. 20 
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petite. Et si l’on trouve avantageux , dans certains cas , 
de partager rébranlcmcnt en portions infiniment petites, 
il suffira toujours de superposer les ell’ets correspondants 
à chacun de ces éléments, après un temps quelconque, 
pour avoir reirct qui correspondrait à l’ébranlement pro- 
posé , après ce même temps. 

2®. Cas du tuyau ouvert, — Supposons maintenant 
que le tuyau soit ouvert en A et en communication avec 
un réservoir de gaz, indéfini en tous sens, comme par 
exemple l’atmosphère; nous avons admis généralement 
que la pression qui a lieu à la surface de communication 
est toujours la même que celle qui a lieu dans le réservoir, 
et que nous supposerons constante. C’est cette pression 
qu’on observerait dans le gaz du tuyau en équilibre; et 
y exprime l’augmentation de la densité, à partir de celle 
qui correspond à cet état d’équilibre. . ^ 

Cela posé , on aura , pour tous les points du tuyau , 



(0 



dt * dx^ 



et 

(2) -1 = 0 pour j: = o , quel que soit f. 

' ' » dt 

Mous représenterons encore par ^(x), y_ (x) la vitesse et 
la condensation initiales. Ce sont des fonctions données 
entre x = o, a; = 00 , et complètement arbitraires entre 
X = o^ X = — 00 . C’est encore cette indétermination qui 
permettra de satisfaire à la condition relative à l’ex- 
trémité. -~ ' J f, 

L’intégrale générale de l'équation (i) est encore 

= F. (X .t) +/(— «0 . ^ 

et la condition (2) conduit à l’équation suivante , dans la- 
quelle Z est tout à fait indéterminé en grandeur et en 
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signe , F,y'sont encore les dérivées des fonctions F, , 



(3) I'’(z) =/{— z). 

De sorte qu(ï si l’on considère les courbes ayant pour 
équations 

y = V[x), y=f{x), 



le lieu géométrique composé de la partie de l’une quel- 
conque des deux, qui est située du côté des x positifs, et 
de la partie de l’autre, située du côté des x négatifs, sera 
symétrique par rapport à l’axe des y . Ainsi, au moyen 
de l’équation (3), les fonctions F,_/', qui n’étaient données 
d’après et ■/_ que pour les valeurs positives de la variable, 
sont déterminées par ses valeurs négatives. Et l’on peut 
encore remarquer, dans ce cas comme dans le précédent, 
que la question est la même que si l’on supposait le tuyau 
indéfiniment prolongé vers les T négatifs, pourvu qu’on 
donnât aux gaz , dans ce prolongement , un état initial re- 
présenté par les valeurs de F et / que nous venons de dé- 
teiminer pour les valeurs négatives de la variable. 

Les valeurs de u et y seront représenté*es par les for- 
mules suivantes : 

( 4 ) “ = F (.r -t- nt} -h /(X — rtf) , 

( 5 ) «7 = — F (x -t- at) -f- /{x — fU). 

Si l’on change x en — x dans les équations (4) et (.^), on 
trouve, en ayant égard à l’équation (3) et représentant 
par U), y, les nouvelles valeurs de u et y, 

«1 = F(— X -h at) +/(—x — at) =/{x — ai) -f- F(x -|- at) = u, 
«71 = — Y(-x-\-at)-\-f{-x-at)z= -Jlx-at)-t-Y{x+at)= — ay. 

Ainsi, en deux points quelconques situés de part et 
d’autre et à égale distance de l’origine, les vitesses sont 

20 . 
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égales cl de même sens, et les condensations égales et de 
signes contraires. 

Cette disposition, qui a lieu <à chaque instant, a lieu 
aussi dans l’état initial. Ainsi, dans le cas d’un tu}'au 
ouvert, le moyen de ramener la question à celui d’un 
tuyau indéfini consiste .à supposer le tuyau prolongé et 
rempli d’un gaz identique au premier, et disposé au com- 
mencement du mouvement de manière que deux points 
également distants de l’origine et de côtés dilféreuts aient 
des vitesses égales et de même sens, cl des condensations 
égales cl de signes contraires. 

194. Examinons le cas particulier où l’ébranlement ini- 
tial donné a une étendue finie 15C (Jîg. lo) comprise 
entre les abscisses d et fl Alors, les fonctions F,_/^ 
sont nulles pour toutes les valeurs de la variable qui ne 
sont pas comprises entrer/ et r/-t-/; et, d’après l’équa- 
tion (3), pour toutes les valeurs négatives non comprises 
entre — d et — d — /. Elles sont représentées par les 
courbes tracées sur la figure. Or, d’après le "principe de 
superposition, les ondes correspondantes à chacun des 
ébranlements BC, C'B' se propageront avec ulie vitesse 
constante a. Les deux qui vont en s’éloignant de A ne 
donnent lieu à aucune remarque particulière. Quant aux 
deux autres, elles arriveront ensemble au point A et con- 
tinueront leur marche en se superposant dans les points 
communs. Lorsque la seconde extrémité de chacune sera 
arrivée en A , ces deux ondes seront entièrement séparées, 
et celle qui est venue de (i' IV vers A continuera son mou- 
vement vers les x {M)si tifs jusqu’à l’infini. De sorte que 
dans le tuyau réel, ouvert en A, la réflexion qui se fait 
(Ml ce point a précisément pour effet de produire celte 
dernière onde. 

Le rapport entre l’onde réfléchie et l’onde incidente 
résulte de la remarque faite précédemment, relativement 
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aux points qui ont des abscisses égales et de signes eon- 
traircs. En eirct, l’onde incidente continuant sans altéra- 
tion son mouvement du côte des x négatifs, il suit de la 
remarque que nous rappelons, que, pour avoir l’onde réllé- 
cille, il faut concevoir que chacun des éléments de l’onde 
incidente, arrivant en A, se replie sur liii-mème avec la 
vitesse a, mais de telle sorte que la vitesse absolue des 
molécules y reste la même en grandeur et en signe, tandis 
que la condensation a changé de signe sans changer de 
grandeur. 

On peut remarquer que si cette onde rétléchie allait de 
nouveau rencontrer une ouverture communiquant avec 
un réservoir indélini, elle subirait une nouvelle réllexion 
suivant les mêmes lois et reilcviendrait idcnli(|ue avec la 
première onde incidente. Et cet effet se reproduirait in- 
définiment. 

Mouvement d'un (jaz dans un luynu limité dons 1rs 
deux sens. 

19o. Lorsqu’un tuyau est limité dans les deux sens, il 
se passe à ses deux extrémités, ouvertes ou fermées, des 
effets semblables à ceux que nous venons de considérer. 
Chaque élément de rébranlement donne naissance à deux 
ondes qui marchent en sens inverse et vont successive- 
ment se réfléchir aux deux extrémités suivant les lois que 
nous venons d’établir. On peut reconnaître ainsi la pério- 
dicité de ce mouvement et la durée de la période. 

Considérons, par exemple, un tuyau fermé à ses deux 
extrémités. Un élément infiniment petit de l’ébranlement 
initial donnera lieu à deux ondes élémentaires. Suivons 
la marche de runc des deux. Parvenue à l’extrémité, elle 
sera réfléchie de manière que la condensation soit restée 
la même, et la vitesse la même au signe près; arrivée à la 
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seconde exlrémilé, elle est de nouveau réllécliic, en eon- 
servant la même condensation et la même vitesse au sigue 
près ; elle est donc revenue au même état qu’au moment 
du départ, ür, elle reprendra sa position initiale après 
avoir parcouru, avec la vitesse <i, un espace égal à deux 
fois la longueur du tuyau ; et il en sera de même de tous 
les éléments de l’ébranlement primitif ; et par conséquent, 
à ce même moment , l’état du gaz dans le tuyau entier sera 
identique avec l’état initial. Les états subséquents seront 
donc les mêmes que ceux qui ont déjà eu lieu, et ce 
mouvement se reproduira périodiquement. Si l’on désigne 
par l la longueur du tuyau, la durée de la période 

2/ . • 

sera — . Un raisonnement analogue montrerait (rue, dans 

a O 1 

le tuyau ouvert aux deux extrémités, l’état du gaz rede- 
vient encore le même lorsque l’onde élémentaire a par- 
couru l’espace il. ■ 

Mais si le tuyau est fermé d’un côté et ouvert de l’autre, 
les choses ne se passent plus tout à fait de la même ma- 
nière; comme il faut, pour que l’état du gaz soit redevenu 
le même, que l’onde élémentaire ait subi deux fois la même 
espèce de réflexion, et que les deux extrémités en pro- 
duisent d’tMpèces différentes, il sera nécessaire que cette 
onde ait parcouru quatre fois la longueur du tuyau, et, 

par consé(]ucnt , la durée de la péricnle sera ~ 

On désigne sous le nom de vibration un mouvement qui 
se reproduit périodiquement; et l’on reconnaît, en physi- 
que, (pie le son qui en résulte est d'autant plus aigu, que le 
nombre de vibrations faites dans un même temps est plus 
grand. Il suit de la discussion précédente que le son rendu 
par un tuyau ouvert à une extrémité, et fermé à l’autre, 
est à l’octave aunlessous de celui ([ue rendrait un tuyau de 
même longueur, ouvert ou fermé à ses deux extrémités. 
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11 est bon de remarquer que la durée que nous avons 
reconnue pour la période est une limite supérieure. INotu 
avons prouvé qu’ après cet intervalle on retombe identi- 
quement sur le même état du gaz , et généralement on n’y 
retombera pas auparavant. Mais il est possible que 1 éut 
initial soit tel qu’il se reproduise identiquement avant que 
cet intervalle ne soit achevé -, cette période , plus petite, ne 
pourra évidemment être qu’un sous-multiple de la pre- 
mière. Nous- ne faisons qu’indiquer ce résultat cpie nous 
retrouverons tout à l’heure dans la discussion directe et 
complète des trois cas que nous venons d examiner rapi- 
dement. , . ' 

i“. Cas d’hn tuyau fermé à ses deux extrémités. 

En désignant par l la longueur du tuyau AB , et conser- 
vant toujours les mêmes notations, nous aurons à satis- 
faire aux équations suivantes : 



{«) 

( 2 ) 

(3) 



Ü3 

dr 









dx 



— o pour 



4; r= o et jxiur X = l, 



^ = 4 ,( 4 :), ^ = ' = 

flJC 



* • -r • 

L’intégrale générale de l’équation (i) est . ^ 

y = F, (* -l- at) H-/ (x — at)- . V ' 

La condition (a), relative à a: = o, conduit à l’équation’ 
suivante, dans laquelle x désigne une quantité arbitraire: 

(4) F(z) -h/(-2)=0- 

La même condition ( 2 ), considérée pour x=l, donnera 

(5) F (/ + z) -h/{‘ — s) = o. 

Les fonctions F et f qui se déduisent, comme nous l’avons 
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déjà fait voir, des fonctions données i{/, -f ., ne sontdéU'i- 
minées, comme ces dernières , que pour les valeurs de lu 
variable qui sont comprises entre o et l. Les équa- 
tions (4) et (5) vont les déterminer complètement, et 
l’on saura alors quel devrait être l’état initial du gaz dans 
un tuyau indéfini dans les deux sens, pour présenter entre 
O et l tous les mêmes ell’ets qui vont se produire dans le 
tuyau en ({uesiion. 

L’équation (4) exprime, comme nous avons dijà eu 
occasion de le remarquer, que si l’on considère les courbes 
ayant pour équations 

y = V{x), y = f{x], 

depuis o:= — oo jusqu’à x=-|-oo , le lieu formé de la 
partie de l’une , située d’un côté de A , et de la partie de 
l’autre, située de l’autre côté de A, a le point A pour 
centre. 

L’équation (3) exprime qu’il en est de même relative- 
ment au point IL Ce lieu ayant deux centres A,B,enaune 
infinité d’autres distants les uns des autres de cette même 
quantité /, et situés à droite et à gauche de l’origine A, 
comme l’indique la figure. 11 en résulte que chacune des 
fonctions F et y’ est périodique par rapport à la variable, 
et conserve la même valeur quand cette variable aug- 
mente ou diminue de il. 

Cette propriété importante peut d’ailleurs faeilement 
être déduite des équations (4) et (5). En ell'et, si dans la 
dernière on change « en z-\-J ^ elle devient 

F(2/4-z)-f-/(— z) = o, 

résultat qui, combiné avec l’équation (4), donne, quel 
que soit z, 

F (z) = F(a/-t- z), 

d'où il résulte que la fonction l’ est périodique, et ipie 



< 
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la période se rapporte à l’étendue il de la variable. Ou 
prouverait semblablement la périodicité de la fouction J'. 
On changerait z en z — l dans l'équation (5) , ce qui 
donnerait 

F (ï) 4-/(2/ — *), 

et, eu vertu de l’équation (4), 

f{il-z)=f(-z). 

Cette équation ayant lieu , quel que soit * , en grandeur et 
en signe, prouve que la fonction f est périodique, et que, 
de môme que pour la fonction F, la période se rapporte 
à l’étendue il de la variable. 

Cela posé, ou déduira, comme précédemment, de la 
valeur de ç 

« = F (.r -t- ai) 4-/(x — at ) , 

«7 = — F (x -H rtf) -+- /{x — aij. 

Or, il suit de la périodicité des fonctions F et J\ que la 
vitesse et la condensation redeviennent les mômes en un 
môme point quelconque , à des époques distantes les unes 
des autres d’un intervalle T, tel que l’on ait 

oT = il. 



L’état du tuyau est donc périodique et se reproduit indé- 
iiniment à des époques distantes les unes des autres de 

l’intervalle — » comme nous l’avions déjà trouvé. 

2 “. Cas d'un tujau ouvert à .les deux extrémités. — 
Dans ce cas, la condensation devant être nulle à chaque 
instant aux deux extrémités, ou devra avoir, quel que 
soit t , 

f/® , 

-- = 0, pour x=o cl [Miiir .»■=/, 
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ce qui exige que l’on ait, quel que soit z , 

(.) F(z)=/(-z), 

(a) F (/-f-z) =/(/-*}; 

changeant z en z + 2 dans l'équation (a) , on obtient 
F (2/ 4 - z) =/{—*), 
et, d’après l’équation (i), 

F(2/+z) = F(z); 

donc encore la fonction F est périodique, et sa période 
répond à l’étendue 2/ de la variable. 

On arrive à la même conséquence pour la fonction f, 
en changeant z en z — l dans l’équation (2) -, ce qui donne 

F (*) =/(2^ — z), 

et, d’après l’équation (1), 

/( 2 / -.)=/(-.). 

L’état du tuyau est donc encore périodique , et est le même 
à deux époques quelconques séparées l’une de l’autre par 

un intervalle égal à — • 

^ ^ 

3". Cas d'un tuyau fermé dwi côté et ouvert de 
l’autre. — Supposons qu’à l’extrémité prise pour origine , 
le tuyau soit fermé, et qu’il soit ouvert à l’autre, on devra 
avoir, quel que soit ï, 



(0 


0 

II 

1 


pour 


(2) 


II 

c 


pour 



Ces deux conditions conduisent aux suivantes : 

(3) F(z) +/(-=)= O, 

( 4 ) F(/ 4-z)=/(/-2). 
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Fil changeant z en z -f- / dans l’wjualion (4), on obtient 
F(2/+z)=/(- z), 
et, d’après l’équation (3), 

F(2/H- z)=-F(z). 

La fonetion F ne reprend donc pas la même valeur 
quand la variable augmente de il. Mais ces deux valeurs 
ne diflërent que par le signe. Donc, si l’on augmente de 
nouveau la variable de 2 /, la fonction reprend identi- 
quement sa première valeur. Elle est donc encore pé- 
riodique, mais la période répond à l’intervalle (J. de la 
variable. 

On reconnaîtrait la même propriété pour la fonction f, 
en changeant z en z — l dans l’équation (4). Il suit de là 
que, dans le cas actuel, l’état du tuyau est encore pério- 
dique, mais que généralement il ne redevient le même 

<|u’après un intervalle égal à — > comme nous l’avions déjà 

démontré d’une autre manière. 

SoluUon des questions précédentes au moyen de séries 
trigonométriques. 

196. Nous allons maintenant traiter la question du 
mouvement de l’air ou d’un gaz quelconque dans un 
tuyau fini , au moyeu d’une méthode très-féconde et beau- 
coup plus commode dans la plupart des cas. Fille con- 
siste à déterminer d’abord, non pas l’intégrale générale de 
l’équation aux dillérentiflles partielles, mais un nombre 
infini d’intégrales particulières, que l’on assujettit à satis- 
faire chacune aux conditions relatives aux limites du sys- 
tème. Si l’on a eu soin de préparer les équations de 
tnanière à ce qu'elles ne renferment pas de termes indé- 
pendants de la fonction ou de ses dérivées, une somme 
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d’intégrales particulières, multipliées respectivement par 
des constantes arbitraires, est encore une intégrale de 
l’équation indéfinie, et elle satisfait encore aux équations 
hux limites, si chacune des premières y satisfait. Il ne 
s’agit donc plus que de déterminer les constantes en nom- 
bre infini, que renferme cette intégrale, de manière à ce 
qu’en faisant t = o on obtienne l’état initial proposé, 
rs'ous allons reprendre, en suivant cette marche, la réso- 
lution des derniers problèmes. 

i". Moiu’etnent d’un gaz dans un cylindre fermé des 
deux côtés . — En employant les mêmes notations que pré- 
cédemment, il faudra satisfaire aux conditions 



(«) 



tl 

dV 



n’ 



lîx'' 



(’■) 

(3) 



dy 

~ = O pour xz= O 
dx 



et pour X =z ! , 




pour r = O , 



(4) ;^= — «’XW Po*"’ '=»• 

On reconnait immédiatement qu’on satisfait à l’équa- 
tion (i) en prenant 

ç = ( M cos mx N sin mx) (Asinomt-t-B cos ami) , 



M, N, A, lî, m étant des constantes arbitraires. Pour 
satisfaire à la condition (a), quel que soit t, il faut que la 
dérivée du facteur 

M cos/wxH- N sin , ou — /;»(M sin hix — N cosw.r), 



soit nulle pour .r = o et pour x = /, ce qui donne les 
deux étjuations 



N = o, sinw/=o, 



d’où 



«TT 
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« ilésignani un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif. Mais on peut se borner aux valeurs positives, 
parce que les valeurs de ç correspondantes aux valeurs 
négatives de n ne diüéreraient pas des premières, vu l’in- 
détermination des eoefficients. 

Désignons par S une somme relative à toutes les valeurs 
entières et positives de n ; supposons que A et B changent 
arbitrairement avec «, et supprimons le facteur M qui 
est inutile, nous aurons une intégrale plus générale de 
l’équation (i), satisfaisant aux conditions relatives aux 
extrémités du tuyau. Cette intégrale est 



(j) = 2 cos 



nx / . an-nt 

__ ^Asm — 



■ Beos 



anut V 



-y 



Si nous dilférentions cette expression par rapport k x cl t. 
]K)tir en déduire n et y qui donnent la solution de la ques- 
tion , et que nous remplacions par A et B les constantes 

arbitraires A^j B^j nous aurons 



(5) 



( 6 ) 



. mrx ( . . fl/jjrf „ an-nt \ 

11 = — 2 sin— J- IA sin — (- Beos — - — 1 , 

«r.r / 

ay = — 2cos— y-l , 



. anizt „ . an-Kt 
A cos -y— — B sin 



-)■ 



Si nous faisons t = o dans ces expressions , les éejua- 
tions (3) et (4) donneront, pour déterminer A et B, les 
conditions suivantes ; 



(7) 



2 B sin 



in — = — i!«(x), 



(8) 2 A cos = — fty (x). 

Pour déterminer les coefBcients B, nous développerons la 
fonction '^(x), (pii est donnée de ,r = o à ,r = / seule- 
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ment, ou série procédant suivant les sinus des multiples 

de J". C’est supposer que l’on ait 

'î'{— =— 

et cette condition peut être admise, puisque <|'(x) est en- 
tièrement arbitraire en dehors des limites o et /. On fera 
usage, à cet elfet, de la formule suivante (Cours d’jéna- 
(yso) : 

00 /*l 

Ÿ (•>^) = 7 ^ " tX " T ’ 

et l’on voit qu’on satisfera à la condition (7) eu prenant 




Pour satisfaire à l’équation (8), il faudra faire usage d’une 
formule de développement où n’entrent que les cosinus 
des multiples de ar; cela suppose que l’on ait 

z(— r)=xW> 

et l’on peut s’assujettir à cette condition, puisque la fonc- 
tion X csl arbitraire en dehors des limites o et l. On 
emploiera, à cet effet, la formule suivante (Cours d' Ana- 
Ijse)-. 

. ^ f \ 1 2 TTJ; , 

?W = 7j yj ç(a)coS/7y d». 

Or, dans le cas actuel on a 

car la condensation moyenne dans le gaz. du tuyau est 
nulle, puisque les tranches extrêmes sont restées immo- 
biles. On satisfera donc à la condition (8) en prenant, pour 
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toute valeur entière de n , autre que zéro , 

2fl r* , , TtOL 

A= — — J x(“) cos/1 y t/a. 



Les formules ( 5 ) et (6) deviennent ainsi 




On reconnaît immédiatement que si pour une même va- 
leur de t on considère des valeurs de x, diilérant les unes 
des autres de la quantité 2/, les valeurs de n et 7 qui leur 
correspondent seront les mêmes. Ces fonctions sont donc 
périodiques relativement à x, et la période répond à 
l’étendue 2/ sur l’axe des x. Si , de même , on laisse x con- 

stant, et que l’on fasse varier t de — , u ciy conservent 

encore les mêmes valeurs 5 le mouvement de chaque point 

est donc périodique , et la durée de la période est — 

Ces formules (9) et (10) sont celles que l’on obtiendrait 
pour un tuyau indéfini, en partant de l’état initial que 
l’on trouverait en faisant t = o. Cet état initial indéfini , 
et qui serait évidemment périodique , tiendrait lieu des 
conditions des extrémités. 

197 . Si l’on considère en particulier l’état initial pour 
lequel la série se réduirait à un seul terme, correspondant 
à une valeur quelconque n , on aura ce que l’on appelle 
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un rnoiivonieiil simple (lu systènM!; il sera représenté pai- 
lles équations delà forme suivante ; 



fty — cos- 



« 7 TX 

fiKX 



^ . a/iTzt ^ ariiTt 

P sin — h Q cos— ^ 



r am:t ^ . amzt 

Pcos— ^ Qsin— y— 



)• 

)■ 



La durée de la vibration est, dans ce cas , — au lieu de — • 

na a 

Les valeurs de u sont iiulles pour toutes les valeurs de x 
qui satisfont à l’équation 



. /I7r.r 

sin — O , 



et sont renfermées dans la formule 



kl 

X = —t 

n 



A* étant un nombre entier. 

Les points où le gaz est immobile dans le tuyau, ou 
les nœuds, sont done tous ses points de division en n par- 
ties égales. 

Les points où la condensation est nulle, et qu’on ap- 
pelle ventres, seront donnés par l’équation 

n-rx „ . ( 2 X -+- 1 )l 

cos — = O , don X = ; 

l 2/1 

ils sont donc situés aux milieux des intervalles successifs 
des nœuds. 

198. 2 ”. Cas où le tuyau est ouvert à ses deux extré- 
mités. — Les équations relatives aux extrémités sont , dans 
ce cas , 

dm 

■jj- — O pour X = o et pour x = l. 

Les autres équations sont les mêmes que dans le cas pré- 
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cèdent , et l’on aura une valeur de ç> satisfaisant à tout , 
excepté à l'état initial , en prenant 

. «TTC / . nnr.t anr.t\ 

(J) = 2sin-y- I Asm — ^ 1 - B cos— ^ — 1 1 

la somme S se rapportant à toutes les valeurs entières et 
positives de « , et A, Il étant des constantes arbitraires, 
variant avec n. 

On déduit de cette valeur de y les expressions suivantes , 
de U et y, qui sont les seules dont on ait besoin et dans 
lescpielles les indéterminées A et B dillèrcnt par le fac- 
teur — de celles qui entrent dans ® : 



«jT.r/. . amtt _ amtt \ 

« =r 2 cos— ^1 A sm — ^ h B cos — — 1 1 

. mzx / ^ amtt „ . amct\ 
«7 = — Zsin— I Acos — ^ Bsm — ^ — 1- 



Pour que ces valeurs satisfassent à l’état initial, il faudra 
que l’on ait, entre les limites x = o et a’ = /, les deux 
identités suivantes : 

„ nr.x , , ^ 

2 B cos— ^ = 'P (x) , 



. . riTzx . 

2 Asin — - = — «XW. 

ce qui montre d’aboixl que les fonctions fp et ^ doivent 
être périodiques par rapport à ,r, et que l’étendue de la pé- 
riode est a/ ; que , de plps , la fonction ip conserve la même 
valeur quand on cliangcx eu — x, tandis que la fonction ^ 
prend une valeur égale et de signe contraire, par ce 
même cbangement. Or, toutes ces conditions peuvent être 
admises, puisque ces fonctions sont arbitraires en dehors 
des limites x = o , x = /. 

Les deux équations précédentes donnent, pour une va- 
2* année. a i 



« 
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leur quclconqu»* de n , 




La valeur de 13, relative à /t = o, donnerait dans u le 
terme constant 




qui n’est autre chose que la valeur moyenne de ip (x) ou 
de M, ou la vitesse initiale du centre de gravité du gaz 
renfermé dans le tuyau. Si donc on suppose que ce gaz et 
le tuyau fini qui doit toujours le renfermer n’aient pas un 
mouvement uniforme de translation dans l’espace, ce 
terme est nul , et il suffira de considérer les valeurs de n 
depuis I jusqu’à l’infini; la solution du problème sera 
donc donnée par les formules suivantes: 



2 H7ZJC 

H = - S ros — 



Vr=- vsin 



. n/iirt 


1 x(a)sii 


«îra , 

Il - tÊt 


— (t sm ^ ■ ■ 

< 

aurU 1 

1- - - 1 


(auMK 

a 


Il ■ ^ ■ «fX 

— ,/a 


-l-ros ^ J 




(tnvt i 


1 1 

X(a)sin 

1 


//Tra 


f J, 


-y- ./'A 


t . nnr,t 

— i— — S t f 1 




fia 


P 3111 , 

if l 





On reconnaît immédiatement qu’à une même époque quel- 
conque l’état du gaz est le même err des points dont la dis- 
tance est 2 /. On voit de plus qu’en un même point quel- 
conque l’élat redevient le mêm<‘ après un temps égal à — : 
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(juc, par conséquent, les vibrations sont périodiques en 

chaque point, et qu(! la durée de la période est — » comme 

dans le cas où les deux extrémités sont fermées. 

199. Si l’on considère l’un quelconque des mouvements 
simples qui peuvent avoir lieu, il sera représenté par les 
équations suivantes, où n désigne tm nombre entier quel- 
conque, et A, B des eonstantes arbitraires: 



mtx 

U = cos— J— 



. nnx 
«7 = sm — j- 




amzt 

l 




amzt 

l 



„ amtt\ 
-f-Bcos— , 

. ant!t\ 
— Acos— — !• 



Comme il n’y a dans ce cas qu’un seul arc^Ç^j les valeurs 

de II et y redeviendront les mêmes après un temps égal 
, ?./ 



a — • 



na 

Les ventres seront donnés par l’équation 



. nnx . 

sm — — = 0, a ou x=— , 
i n 



k désignant un nombre entier quelconque. Ces points par- 
tagent donc le tuyau en « parties égales. Les nœuds seront 
donnés par l’équation 



nitx 

cos— 7— = O, don 



X = (2/ -|- l) 

2/1 



Ces points sont donc situés aux milieux entre les ventres 
successifs. 

2(M). 3". Cas d'un tujau oiwert d’un côté et fermé de 
l'autre. — Supposons, en dernier lieu, que le tuyau soit 
ouvert à l’extrémité située à l’origine, et fermé à l’autre. 

21. 
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Ou devra avoir alors 



MKCAMorr. 



'h 

— —O nniir X O , 
tU 



— = 0 pour x=l, 
f/.r 



et l’on satisfera à toutes les conditions, excepté à celles de 
l’état Initial , en prenant 



Zsin 



(2/7 - 



7.1 



— — j Asm 



(?./7 + 



7 l 



■Beos 



(2/7 -+- 1)77/77 
2/ 



A et B désignant des constantes arbitraires, variant avec n , 
et la somme 2 se rapportant à toutes les valeurs entières 
et positives de n. On déduit de là pour ii et 7 les valeurs 
suivantes, dans lesquelles A et B désignent de nouvelles 
indéterminées, qui dillèrent des précédentes par le fac- 

( 7 n ■+■ 1)77 

teur : 



77 = S cos 



(2/7 -)- i)t 7X 



2/ 



. (2/7-f- 1)77/77 

A sin ; 

2/ 



• Beos 



(2/7+ 1)77/77 



2/ 



. (2/7-1- i)t7x( ( 2/7 -M)t 7/77 . (2/7-1-1)77/77) 

777 = — Ssini — ! Acosi Bsin • 

' 7 l { 2/ 7.1 ) 



Pour que ces expressions satisfassent à l’état initial, il 
faudra que l’on ait, entre les limites æt=o,x = /, les 
deux identités suivantes : . 



ïB cos 
ï A sin 



(2// -H Ottx 
2/ 

2/7 -H I ) 77X 
7.1 



— •l' w , 

z= — ay[x). 



Ces équations exigent que les fonctions îp (-c), «con- 

sidérées dans l’étendue indéfinie de l’axe des x, soient 
telles que, lorsqu’on y change x en — x, la première 
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i-csti! la im-nip, <;t la seconde la môme au signe près;(jiie 
les valeurs l-\-(x cl l — a, prises pour x, donnent pour 
^(x) des valeurs égales et de signes contraires, et pour 
X(x) des valeurs égales et de même signe; et qu’enfin ces 
fonctions soient périodiques par rapport à x, l’étendue de 
la période étant 4 /- Ces conditions peuvent êtn; admises, 
puisque ces fonctions ne sont données qu entre .r = o, 
x = l, et cet état initial assurerait les conditions des 
extrémités eu supposant le tuyau indéfini dans les deux 
sens et le gaz entièrement libre. 

Les valeurs générales de A et 11 , proj>res à satisfaire aux 
érjuations précédentes , sont 

( 

2 , , (2/14- 1) jra 

B = y J ^K«)C 0 S rfa, 

I \ ■ ( 2 " -H l) n* , 

A = j-j 

La solution de la question sera donc donnée par les for- 
mules suivantes : 



; . ( 2 « 4 -l)rrn/ / (2«4-l)na , 

- l— «sni I /.(*)sin 4 — ,/a 

2 (2«4 i)wxl 2/ J, ’ 2/ I 

-leva' 



2 . (2«-t- I Ittj: I 

7 = S siti ^ — < 

' l 2/1 






-“Sin T 

a 2/ 



les sommes 2 se rapportant à toutes les valeurs positives 
et entières de n depuis o jusqu’à l’infini. 

Ces expressions sont périodiques par rapport à x et / , 

dans un intervalle 2/ pour jr, et ^ pour t. La durée de la 

période est doue double , dans ce cas , de ce <iu elle était 
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dans les deux cas précfîdcnls, et le son fondamental rendu 
par ce tuyau est d'une octave au-dessous de celui que ren- 
drait un tuyau.de même longueur, ouvert ou fermé des 
deux côtés. 

201. Si l’on considère le mouvement simple corres- 
pondant à une valeur unique quelconque de n, la durée 

de la période sera - — . 

( 2 «-t- 1 )n 

Les noeuds seront donnés par les racines de l’équation 



(2/1 i)tix 
cos' = O, 

9.1 



qui .sont représentées par la formule 



9.n 4 - I 



k désignant un nombre entier. Les distances des nœuds 
à l’origine sont donc respectivement 

/ il 51 ^ 

, . , 5 . . . , /, 

2/1 -H I 9./1 -t- I 2/1 -f- I 



ils sont distants les uns des autres de 1 et par con- 

2«-|- I ‘ 

séquent, à partir du premier, on a comme une suite de 

tuyaux d’une longueur égale à — dont les deux 

extrémités seraient immobiles et pourraient, par consé- 
quent, être considérées comme fermées. 

Les ventres ont pour abscisses les racines de l’équation 



. (9./1 ■ 
sin — 



2/ 



ces racines sont représentées par la formule suivante, 
dans laquelle 7, désigne un nombre entier indéterminé 

2/.I 

~ 2/< -t- I 
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l,fs distances des ventres à l’origine, dans toute l'éteiidue 
du tuyau, sont donc respectivement 

2 / 4^ ml 

° ’ 2n -h I ’ 2/j -f- I ’ ’ 2« -t- I 

Ce sont encore les points milieux entre les nœuds succès- 

sifs : ils sont distants les uns des autres de ; — -, et le gaz 

- compris entre deux ventres consécutifs est dans le même 
cas que s’il se trouvait dans un tuyau ouvert aux deux 

bouts, qui aurait pour longueur — , • 



Du mouvemenl dans un <foz indéfini dans Ions les 
sens. 



Considérons maintenant les petits mouvements 
tics molécules d’un gaz homogène indéfini dans tous les 
sens; nous aurons l’équation précédemment démontrée 



(>) 



1!? — /"'ü? J- ''y U- 

do ~ \dx^ ■ dy^ dz' ) 



Il n’y aura, dans ce cas, aucune condition aux limites, 
puisque le fluide s’étend à l’infini dans tous les sons ; mais 
il faudra toujours satisfaire à l’état initial, ce qui exige que 

5 '^'^-1 ~ et ^ deviennent des fonctions données arbi- 
ilx dy II Z dt 

trairement des variables x, y, z., lorsque l’on y fait t= a. 
Or, les trois dérivées partielles d’une fonction de x,y, z 
■ étant données, la fonction elle-même est connue à une 
constante près dont il est inutile de tenir compte dans la 
question actuelle; d’où il suit que l’état initial étant 



donné, on connaît les valeurs de <jj et ^ pour t = o. Ainsi , 
eu désignant par F et _/ des fonctions arbitraires de x,y, z. 
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initial seront 



exprimées 



par les 



(a) 






pour r = O ; 



la question se réduit donc à satisfaire aux équations (i) 
et (2). C’est ce que l’on fera au moyen delà formule sui- 
vante, qui a été donnée par Poisson : 



( 3 ) 



'-in: 

m. J. 



/sin 9Md -^ F ( ^ ■+- ® ■■ 

' ■ ' orsinOsinij/ 






f sin r+"'sin 9 cos^. 

■ ' ■ flf sin G sin-]/ 



\3- 



’)• 



Les intégrations par rapport a 0 sont faites entre les limites 
O et TT, et celles par rapport à if, entre o et 27 :. Cette va- 
leur de 9 peut encore être écrite cotnme il suit : 

+ y-t-otrose, z-l-orcosy) 

z+o^cosy), 

r/w désignant un élément infiniment petit de la surface 
sphérique décrite de l’origine comme centre avec un 
rayon égal à l’unité; x, 6 , y désignant les angles formes 
par le rayon vecteur mené de l’origine à un point de cet 

élément, et les sommes S se rapportant à tous les élé- 
ments de la surface 'clc la sphère. 

Cette importante formule est d’une application très- 
commode lorsque les fonctions F et /' sont données, 
comme dans le cas actuel , pour toutes les valeurs réelles 
des variables a-, J, s; mais si le fluide était limité, les 
conditions particulières qui en résulteraient deviendraient 
lrès~<liflicilcs .1 exprimer, et l'on serait obligé de prendre 
d’autres formes pour rintégralc de l’équation (i). Nous 
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ne nous occuperons pas de ce dernier cas. La formule (3) 
donne la solution complète de la question , puisqu’elle 
donne la fonction œ, et par conséquent la condensation 
et les composantes de la vitesse en un point quelconque 
et à une époque quelconque. Nous nous bornerons à en 
déduire la vitesse avec laquelle un ébranlement quelconque 
se propage dans le fluide, et, pour que les résultats soient 
d’une interprétation plus facile et plus claire , nous suppo- 
serons que cet ébranlement n’ait lieu que dans une por- 
tion infiniment petite dans tous les sens, dans l’intérieur 
de laquelle on ait pris l’origine des coordonnées. 

Dans ce cas, les fonctions z), F (a?, y, z) seront 
nulles pour toutes les valeurs de Xfj", z qui ne seront pas 
les coordonnées de l’un des points de la partie ébranlée, 
coordonnées qui seront toutes infiniment petites. Si donc 
nous posons 

(5) X at cos 3. — x' , J -t- rtf cos6 = r', z + atc.os’f=.z', 

la valeur de (f ne sera différente de zéro pour le point M 
qui a pour coordonnées x, y, z que lorsque la valeur de t 
sera telle que x', z puissent être, pour des valeurs 
convenables de a , ê, y, les coordonnées de points situés 
dans la partie primitivement ébranlée ; et ces valeurs de 
a, 6, y sont les seules qu’il y ait à considérer dans les 
intégrales définies qui entrent dans l’expression de <ji. 

11 est facile de se représenter géométriquement les direc- 
tions correspondantes h ces valeurs de a, o' y ou de 0 et t|», 
qui ne donnent pas des éléments nuis dans les intégrales. 
En effet, le point dont les coordonnées sont les valeurs 
de x\ y\ z données par les éijuations (5), se construit 
eu portant une longueur égale à at sur la direction cor- 
respondante aux angles a, 6, y. Si donc on décrit une 
sphère du point j\I comme centre avec at pour rayon , les 
points de sa surface ijiii se trouveront compris dans l’ébran- 
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Icincut primitif seront les seuls pour lesquels les fonc- 
tions y et F ne seront pas nullcs; et les directions des 
rayons vecteurs menés du point M à ces divers points sont 
les seules auxquelles il soit nécessaire d’avoir ^ai-d. D’où 
l’on voit que la fonction f sera nulle jusqu’à ce que la 
surface de la sphère qui a M pour centre , et pour rayon 
la variable at , commence à pénétrer dans l’ébranlement 
primitif, et qu’elle redeviendra nulle lorsque cette sur- 
face, dont le rayon croit uniformément, cessera de le 
traverser; et à chacune des époques intermédiaires, la 
seule partie de l’ébranlement qui détermine la valeur de f 
est celle qui se trouve sur la sphère de rayon at. 

La conséquence immédiate de cette proposition est 
qu’un ébranlement infiniment petit dans tous les sens se 
propage dans toutes les directions avec une même vitesse 
égale à a, puisque, au bout du temps les points situés à 
la distance at commencent à se mettre en mouvement. 

La durée précise de rébraiilement en un point quel- 
conque M est déterminée par les deux sphères décrites de 
ce point comme centre, et qui sont telles que la partie 
ébranlée est tout entière hors de la première et tout en- 
tière dans la seconde, eu ayant un point commun avec la 
surface de l’un et de l’autre. 

La vitesse de pi-opagation du mouvement dans un gaz, 
homogène, indéfini dans tous les sens, est doue la même 
que dans un tuyau cyliudi ique. 

De l’équilibre et des mouvements infiniment petits d’un 
fil élastique. 

203. L’analogie de celte question avec les précédentes 
nous a déterminé à la placer à la suite, quoiqu’elle ne se 
rapporte pas au mouvement des fluides. 

Jusqu’ici nous avons considéré les fils comme inex- 
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tcnsiblcs, ce qui est purement fictif; nous supposerons 
maintenant qu’ils soient susceptibles de s’allonger sous l’in- 
fluence de forces qui y produisent une tension quelconque, 
et nous resterons dans des limites telles , que le fil ne se 
rompe pas et reprenne sa première longueur quand la 
force cesse d’agir. Dans ces limites , l’expérience démontre 
que l’allongement est proportionnel à la tension. 

Nous appellerons état naturel du fil celui dans lequel 
il se trouve quand il n’est sollicité par aucune force. Con- 
sidérons , dans cet état , une longueur d’un fil homogène, 
égale à l’unité, et produisons dans ce fil une tension égale 
à l’unité de force; il s’allongera d’une certaine quantité à , 
qui est une donnée nécessaire dans toutes les questions 
auxquelles il peut donner lieu. Si une tension égale à 
l’unité était en dehors des limites dont nous avons parlé 
ci-dessus, on ne la produirait pas réellement dans le fil; 
mais, pour l’uniformité des notations, nous supposerons 
toujours que l’on donne la quantité 0 dont s’allongerait 
l’unité de longueur du fil, soumise à une tension égale à 
l’unité, en suivant les mômes lois que dans les limites de 
son élasticité. Seulement on devra examiner, dans chaque 
application particulière , si l’on ne sort pas de ces limites, 
auquel cas les résultats de l’expérience ne pourraient s’ac- 
corder avec ceux qu’indiqueraient nos calculs. 

204. Soit AB (y<^. i6) un fil élastique homogène, dont 
les extrémités A et B sont fixes , et qui éprouve une ten- 
sion T lorsqu’il n’est soumis à aucune action extérieure, 
et que, par couséquent, tousses points sont dans la droite 
AB; soit £ la masse de l’unité de longueur. Prenons le 
point A pour origine d’axes de coordonnées rectangulaires, 
et donnons à l’axe des x la direction AB. Désignons par 
X , Y, Z les composajites de la force appliquée à tous les 
jioints du fil , et rapportée à l’unité de masse: la question 
est de déterminer, pour un point (lueleoiunie du fil, h\s 
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valeurs de scs trois coordonnées, qui seront constantes 
dans le cas de réquilibre , et fonctions du temps t dans le 
cas du mouvement. 

Considérons un point quelconque P du (il, dans l’état 
primitif où il ne s’exerce sur lui aucune action exté- 
rieure. Sous l’influence des forces X , Y, Z qui agissent sur 
tous scs points, il y aura un déplacement général : soit M la 
position, à un instant quelconque, du point matériel situé 
primitivement en P; nous allons commencer par cher- 
cher l’expression générale de la tension du (il à ce point M. 
Pour cela , considérons de même un second point Q , situé 
dans l'état primitif à une distance infiniment petite « 
de P, et qui se trouve en N à l’instant où P est en M ; 
l’excès de la longueur MiV sur PQ, étant divisé par PQ 
T)u a, donnera l’allongement, rapporté à l’unité de lon- 
gueur, qu’a subi le fil dans le voisinage du point P, et il 
sera facile d’en déduire l’accroissement de la tension. 

Désignons par x l’abscisse AP du point P dans l’état 
primitif, et par y, z les coordonnées de M; les 

trois quantités infiniment petites m, _y, z seront les in- 
connues de la question 5 elles seront des fonctions de x 
dans le cas de l’équilibre , et des fonctions de x et t dans 
le cas du mouvement; x est constant dans le mouvement 
du même point matériel, et change quand on passe d’une 
molécule à une autre. 

La dilférence MN — PQ étant très-petite par rapport 
àPQ, on ne pourra négliger dans son expression que les 
quantités très-petites du second ordre par rapport à PQ. 
Or, en ne considérant que les cas où les angles des divers 
éléments du fil avec l’axe des x restent très-petits, on 
pourra négliger la différence entre MX et sa projection 
sur l’axe des x ; et par conséquent , si l’on désigne par u ce 
que devient u au point Q, on pourra écrire 

_ PQ = u' — H. 
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Mais li n'étant autre chose que ii clans lequel on remplace! 
X par X 4- * î on aura 

, (lu 



en négligeant les termes infiniment petits par rapport au 
premier. En divisant cet accroissement par a, on aura, 
d’après ce qui a été dit, rallongement positif ou négatif, 
rapporté à l’unité de longueur, qu'a subi le fil au point dont 
l’abscisse est xdansl’état primitif; l’expression de cet allon- 
gement est Or, l’accroisseineut de longueur étant pro- 
portionnel à l’accroissement de tension , ce dernier aura 
pour valeur ^ ^ i ot par conséquent, si nous désignons par 



T la tension qui a lieu au point M à un instant quel- 
conque , on aura 



' T = T 



I (lu 
s (Ix 



Connaissant maintenant l’expression générale de la ten- 
sion, on suivra la même marche que dans le cas des 
fils non élasticjues. Ou considérera un élément infini- 
ment peti^ MN, et l’on cherchera d’abord toutes les forces 
extérieures qui agissent sur lui. Ces forces sont les ten- 
sions on M et N, dirigées en dehors de l’élément, et les 
forces X , Y, Z dont la valeur n’a pas changé sensiblement 
parle déplacement iiifiiiiincnt petit des points; ces der- 
nières donneront pour l’élément PQ, et par conséquent 
pour MN , les trois composantes 

*sX , asY, zîZ. 

Soient maintenant ?.* p, v les angles que fait avec les axes 
la direction MS de la tangente ; les composantes de la 
force qui agit eu M sur l’élément MN seront 

— T cos — T cos fl, — T cos v , 
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«;t les composantes de celle qui agit en N sei-ont 

T cos).-)- f/.TcosX, Tcosf*-)- </.Tcosfx, Tcosv-)- rf.Tcosv. 

Or, soit que l’on considère l’élément MN comme rigide 
ou comme variable, le mouvement de son centre de gra- 
vité sera toujours le meme que si toute sa masse y était 
réunie , et que toutes les forces qui le sollicitent y fussent 
appliquées. D’ailleurs le mouvement de ce centre de gra- 
vité dillêrc aussi peu qu’on voudra de celui du point M; 
les équations du mouvement de ce dernier peuvent donc 
être considérées comme ne différant pas des suivantes : 



d. T cos) -)- atX = eu 



d'‘u 

dF' 



fi^Y 

c/.T cos fl -)- «Y = a« -~-i 
dt' 

rf.T cosv -I- «Z = 3u • 
dt^ 



Si l’on divise tous les termes de ces équations par « et 
(fu’on passe à la limite, les premiers termes deviendront 
i-espectivement les dérivées, par rapport à x, des trois 
quantités , 

Tcos), Tcosft, ï cosv. 

Or, on pourra d’abord remplacer cosX par i, en négligeant 
les quantités très-petites du second ordre ; ce qui donnera 

rf.Tcos) I el’u 

dx S 



Quant à cosp et cosv, leurs valeurs sont très-petites du 

premier ordre, et comme il en est de même de u et -- j on 

dx 

pourra réduire T cosp, T cosv à r cosp, t cosv. Si mainte- 
nant on désigne par dy^ dz les différences des coordonnées 
Z des deux points infiniment voisins M, N, et par dx 



Digitized by Google 




335 



]>KU\1KMF. AN'NKP.. llYUftOn^ NAMIQUE. 

la (lill'é relire PQ de leurs x, on aura 



dy 



COSV = ; 



riz 



MN 



et comme MJN* ne diffère de PQ ou dx que d’une quantité 
infiniment petite par rapport à dx, on pourra poser 



d’où il résultera 

rf.Tcosii 

<lx 



dr 

de’’ 



tly 

dx' 



dz 

rosv= — , 
dx 



c/.Tcosv 

dx 



d'z 



et les équations du mouvement du fil seront 



(«) 



I d'u I d'n 

dt ' dx' ’ 



] dy 



= Y + 



l'il. 

C itx' 



e (tx^ 



Les équations d’équilibre du fil , sous l'action des forces 
X , Y, Z, seront donc 



(’•) 



T d'y 

— -j-; — O, 
s dx' 

T tl'z 



s tlx‘ 



= 0. 



Si les forces X , Y, Z sont nullcs, ou fonctions de t et x’ 
seulement, les équations (i) montrent que les fonctions 
U, y, Z peuvent être calculées indépendamment les unes 
des autres. Ainsi le mouvement longitudinal, déterminé 
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par U, sera indépendant du mouvement transversal, déter- 
miné par_j et z. 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, les équations (i) se 
réduisent à 

(Pu _ I (l^U 

(It^ Si <ix^ ' 

(P y T tPy 

dt ’ ( dx'' ’ 

(Pz _ T d'z 
dt ’ i dx^ 



Elles sont toutes les trois de même forme que celles qui 
déterminent le mouvement d’un gaz dans un tuyau cylin- 
drique , et elles donneraient lieu à des questions analogues 
à celles que nous avons résolues avec détail dans la théorie 
du mouvement des gaz. On trouverait ainsi que la vitesse 



de propagation dans 



le 



sens longitudinal est 




et 



v/1 



(ju’elle est w - dans le sens perpendiculaire. On trouve- 



rait encore que la durée des vibrations longitudinales du 



fil ayant la longueur l est ilsjdz, et l’on voit qu’elle est 
indépendante de la tension du fil ; la durée des vibra- 
tions transversales sera il 




Vibrations lomjilmlinales des verges. 

205. On peut remarquer que l’équation qui détermine u 
a été obtenue sans supposer que le fil fût flexible et d’une 
petite épaisseur. Elle aurait lieu, par conséquent, pour 
une verge élastique dans laquelle on ne considérerait. que 
des mouvements longitudinaux, qui seraient les mêmes 
pour tous les points d’une même section transversale. 
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L’allongement â que subit Tunité de longueur, sous l’action 
d’une force égale à l’unité, variera en raison inverse de 
l'aire de la section transversale; mais la masse e de l’unité 
de longueur variera proportionnellement à eette même 
aire; de sorte que le produit Je sera indépendant de l’épais- 
seur de la verge. 

Lorsque les extrémités de la verge seront fixes, la durée 
des vibrations longitudinales sera toujours a/y/Je, comme 
nous l’avons trouvée tout à l’heure dans le cas du fil élas- 
tique. Mais on peut encore se proposer de déterminer 
le mouvement de scs différents points lorsque ses deux 
extrémités seront libres, ou lorsque l’une sera libre et 
l’autre fixe. 

La tension de la verge sera invariable à l’extrémité 
libre, et l’on devra, par conséquent, avoir constamment 

^ = O <à ce point. Ces deux nouvelles questions n’oflfi- 

ront pas plus de difficulté que la première , où l’on a sup- 
posé les deux extrémités fixes. On trouvera que si les 
deux extrémités sont libres, la durée des vibrations lon- 
gitudinales est la même que si elles sont toutes deux fixes; 
mais que, si l’une est fixe et l’autre libre, la durée des 
vibrations est double. U y a donc une analogie complète 
entre les vibrations longitudinales des verges et celles des 
gaz renfermés dans des tuyaux cylindriques; une extré- 
mité fixe de la verge correspondant à une extrémité fer- 
mée dans le tuyau , et une extrémité libre à une extrémité 
ouverte. 

Des petits mouvements d'un système quelconque de 
points. 

206. Considérons un système quelconque de points 
assujettis à des liaisons exprimées par des équations entre 
leurs coordonnées , et dans un état d'équilibre sl.T-ble’,’sous 
tT niinér. ” 3,2 
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rinnuencu <!(■ forces <[ui dépendeiil d’une manière qui-1- 
eonque de ces mêmes coordonnées. Si l’on écarte très-peu 
ces points de leur position d’équilibre, en leur imprimant 
de très-petites sitesscs, et qu’on les abandonne ensuite 
à l’action des forces données , les accroissements des coor- 
<lonnées resteront toujours très-petits , puisque l’équilibre 
était stable. iSous allons nous proposer de déterminer ces 
accroissements en fonction du temps , et de reconnaître 
quelques propriétés générales dont ils jouissent. 

Soient X, j', ^ les coordonnées d’un quelconque des 
points du système à un instant quelconque; a, c leurs 
valeurs dans la position d’équilibre, et m la masse de ce 
point; posons 

X = rr -h a, r = è-f-6, z = c -i- •/, 

a, c, y seront des quantités très-petites, variables avec 
le temps, et dont dépendra à chaque instant la position du 
point i/i. 

iVous aurons de même, pour un second jx)lnt rn, 

,r' = y' = 6' -h S', r'~c' 

et ainsi de suite pour tous les autres. 

Soient X , Y, Z les composantes de la force appliquée 
au point /«; X', Y', Z' celles de la force appliquée à m', 
et ainsi de .suite. Rniin, soient 

( I ) L = o , M = o , N = o , . . . 

les équations données entre les coordonnées x, j', z, 
x'ij'',.... On demande les équations qui détermineront 
les quantités très-petites a. S, y, a\ ê',..., en fonc- 
tion du temps t. 

Si l’on remplace x, par a -f- a, 6 S, ... , 

dans les équations précédentes , on pourra s’arrêter dans 
les développements aux termes qui renferimmt les pre- 



Digilized by Google 




I>F.UXIKMF, AN7IÉF.. — HVnnOnYNAMIQUF.. 33çj 

luières puissances de a, 6, y, En observant d’ailleurs 

que les coordonnées fl, satisfont à ces mômes 

dL rfL , 

équations, on aura ainsi , en désignant par —■> 

dérivées par rapport à ar, y,..., dans kîsquelles on rem- 
place parfl,fe,.... 






1 da 

da 

k/N 

da 



dL „ rfL rfL , 
~db 



^/M 

~db' 

f/N 

"db 



f/M 

de 

d^ 

tic 



du 

■ ' 

~ da' 



= O. 



Désignons par A, B, C, A',.-- les valeurs des fonctions 
X, Y, Z, X',... dans les positions d'équilibre de tous les 
points; on aura, dans une position voisine quelconque. 



(3) 



dX dX„ dX dX , 

X = A -H -7— “-H-Ti ®”! — Tl T~! “ 
da db de da' 

„ d\ dY^ dY 

I da db de 

^ dZ dZ „ 

— Ch — — a H- -TJ- *2 H- • • • 7 
da db 



X'= A'-f- 



dX' 

da 



I. 'équation générale qui détermine le mouvement du sys- 
tème sera , en observant que l’on a 



dr dt^^ 


y __ 

dr ~ 


df’ ’ ■ ■ 


• y 


S) «'-('■ 


d'f.\ 

~d?) 


fî r H- ^ 














y 




• 
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Ifs qnantilc's àr, cî) , Jz, â.v',... satisfaisaiu anx <‘oiuIi- 
lions 



liiL , ,/L 

ox 4 — — Sjr 



<!x 






( 5 .) 






r/L 

(îz 

dz 



-f-. . . = 0, 



Sz 



dx 



Sx 



^/N ./N 



Dans ces écpations (5) les coefficients clîfièrcnt de ceux des 
‘•quations ( 2 ) de quantités linéaires en a, o, y,.... 

Ainsi , par exemple, on a 

dx da da^ du<tb 

et de même des autres. Les équations (5") déterminent un 
certain nombre de d en fonctions linéaires des autres , 
qui resteront entièrement arbitraires. Les coeffieients qui 
alfectcront ces derniers dans ces fonctions pourront donc 
SC décomposer en deux parties; l'une finie, que l’on ob- 
tiendrait en faisant a = o, S = o, etc., et l’autre qui 
renfermera linéairement les quantités- très-petites a , ê, 
y,.... En se bornant à la première partie, on aurait évi- 
demment l’expression des à relatifs à la position d’équi- 
libre du système. 

Cela posé, si l’on substitue dans l’équation (4) les d 
tirés des équations (,'i), il faudra égaler à zéro les coeffi- 
cients de tous ceux qui i-esleront et seront entièrement 
arbitraires. Mais il est facile de voir que ces coefficieut.s 
pourront toujours être réduits à deux parties: l’une Cnie, 
et qui sera la même que si les forces X, Y, Z,... et les 

fonctions — ,... avaient les valeurs relatives à la position 

d’équilibre; l’autre renft-rmant linéairement a, ê,- y,.... 
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les produits de ces dernières quaiilitcs entre elles 

étant toujours négligés. Mais la première partie est nulle 

dans chacune de ces équations en A'ertu de l’équilibre; il 

ne reste donc que la seconde, dans laquelle les quantités 

- d'a. rf’6 . , I 

— 5 ^^**'‘^***^ linéairement a tous les 

termes. 

Les équations ainsi obtenues devront être jointes aux 
équations (2); ces dernières déterminent un certain nom- 
bre des inconnues a, S, y, a’,... en fonctions linéaires des 
autres; et si l’on suppose qu’on élimine ainsi celles dont 
les indices sont les plus élevés, et qu’on résolve ensuite 
les équations restantes, par rapport aux dérivées secondes, 
on arrivera délinitivement à un système d’équations de 
la forme suivante, en même nombre que les inconnues 
«, 0,7, a',...: 



(«) 



— = mx -I- ///,S H- m ,7 -t- /«jK ' + ..., 

^ = nx n,6 -t- n/f -f- //.«' -t- . . . , 
c/’y , 

jîP = /-’* + + Pii + py + ..., 

fi^OL^ , , , 

— - = m'x -(-//) ,e -I- /«,7 +m^x' . 



^ 207 . Il sera quelquefois utile d’exprimer les quantités 
a, 6, 7, a',... au moyen d’autres variables indépendantes 
11, t', ..., très-petites comme les premières, et il est 

facile de reconnaître que les équations en u, e, ie, ..., 
seront de même forme que les équations (6); car les 
expressions des quantités « , 6,... au moyen de m, e, le,... 
lie renfenneroiit que des termes où entreront les premières 
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puissances de ces dernières; et si l’on subsliiiic ces expres- 
sions et leurs dérivées secondes par rapport à t dans les 
équations (6), on aura de nouvelles équations linéaires <jui 

. rf’it d'v . 

donneront pour -^5 — des expressions renfermant 

linéairement à tous leurs termes les quantités», e, ie, .... 

208. Superposition des mouvements. — La forme des 
équatious (6) conduit à une couséquence très-importante. 

On reconuait immédiatement que si plusieurs systèmes 
de valeurs de a, 6, y,... y satisfont séparément, et que 
l’on ajoute ensemble toutes les valeurs de a dans ces dif- 
férents systèmes, que l’on ajoute de même entre elles 
toutes les valeurs de ci, et ainsi de suite, on formera 
un nouveau système qui satisfera aux mêmes équations. 
Quant à l’état initial des points dans le mouvement re- 
présenté par ce deniicr système, on voit qu’il résulte de- 
là superposition des états initiaux correspondants aux sys- 
tèmes partiels; c’est-à-dire que les composantes des dé- 
plaeements et des vitesses parallèlement aux axes, dans 
ces derniers, s’ajoutent algébriquement pour former les 
composantes relatives à l’autre système. Cette addition 
des composantes revient h la composition des déplace- 
ments et des vitesses suivant les règles relatives aux forces, 
ce qui ne présentera jamais aucune difficulté , quel que soit 
le système des coordonnées. 

Ainsi, la superposition de plusieurs états initiaux dé- 
termine un mouvement tel que le déplacement des points 
à une époque quelconque résulte de la superposition de 
ceux qui, à la même époque, s’observeraient dans les 
mouvements correspondants aux états initiaux partiels. 

Et par conséquent, lorsqu'un système de points, assu- 
jettis à des liaisons quelconques, et soumis à l'action de 
forces quelconques, est écarté infiniment peu d’une posi- 
tion d’équilibre stable, puis abandonné .à lui-même, les 
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déplaccmcuts de ccs dillërciits points à une époque quel- 
conque pourront toujours être considérés comme résultant 
de la composition de ceux que l’on observerait à la même 
époque dans d’autres mouvements du même système, en 
nombre quelconque , et assujettis à cette seule condition 
que la composition de leurs états initiaux, sous le rap- 
port des déplacements et des vitesses, donne pour résultat 
l’état initial proposé. 

209. Application au pendule conique . — Pour faire 
comprendre de suite l’utilité de ce principe, nous allons 
en faire l'application à un cas très-simple, que nous avons 
déjà traité par une autre méthode. 

Considérons un point matériel pesant, assujetti à l'ester 
à une distance constante d’un point fixe, et que l’on 
écarte infiniment peu de la verticale menée par ce point, 
en lui imprimant une très-petite vite.ssc horizontale. Ce 
problème a été résolu dans les n”' 2.30, 237 du premier 
volume de cet ouvrage; nous emploierons les mômes nota- 
tions pour la nouvelle .solution que nous allons en donner. 

Nous prendrons pour origine le point fixe A {Jig. i8), 
pour axe des z la direction de la pesanteur, et nous ferons 
passer le plan des x, z par la position initiale Ail du pen- 
dule. Soient M la position du point matériel à une époque 
quelconque, P sa projection sur XY, C celle de B. Posons 

BAZ=«, MAZ = 9, PAX = 4., AM = o, AP = r, 

et désignons par k la vitesse initiale. 

Nous ramènerons la question à deux autres plus sim- 
ples eu décomposant l’état initial dans les deux suivants. 
Dans le premier, nous supposerons le point matériel placé 
en II sans vitesse; et, dans le second , nous le supposerons 
dans la verticale AZ, et aninn' de la vites.se initiale don- 
née. La composition des déplacements h une époque quel- 
conque, dans ces deux niouvements indépendants riin de 
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l’autre, fera counaitre le déplacement cherché du point M 

pour la même époque. 

Si, dans le premier mouvement, nous désignons par y 
l’angle variable formé par le pendule avec AZ, nous au- 
rons (n“ 226), au degré d’approximation auquel nous nous 
arrêtons, 

{«) y = a cosr 

Dans le second mouvement , soit w l’angle formé par le 
pendule avec AZ, et supposons que la direction de l’axe 
desj)^ ait été choisie de telle sorte que la vitesse initiale k 
porte le pendule dans l’angle ZAY, correspondant aux va- 
leurs positives de b); nous aurons alors 




en posant — — 



Les équations (a) et (A), faisant connaître la position du 
point à chaque instant, déterminent toutes les circon- 
stances de son mouvement. 

210. Si l’on veut connaître les coordonnées rectangu- 
laires du point YI, il faudra calculer son x au moyen de 
l’équation (a), et sonj)' par l’équation (h"). La troisième 
coordonnée ne dilîère de / que d'une quantité du second 
ordre. On la déduirait des deux premières au moyen de 
l’équation de la sphère ; mais il est inutile de s’en occuper. 
Or, on a 

j: = / sin Ÿ , J" = / sin 6> , 

ou, en négligeant les quantités très-petites du troisième 
01 x 1 re, 

•r = If, X = 

On aura donc d’abord 

(c) a: = Ix cost ^ ^1 ^ = /6sint 
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et, comme langi|/=^î il en résultera 

. e 

tangŸ = - tangr 

La valeur de ou AP, se déduit des équations (c), en 
observant que /•’ = x’ ; il en résulte 

r' = 1‘ ^a’ cos’ry/ ^ + 6’sin’r 

On en déduira la valeur de l’angle 0 dont le sinus est j-, 
on obtiendra ainsi 

6’ = a’ cos’ l ^ ^ + 6’ sin’ t 

Enfin, si l’on veut connaitre la projection de la trajec- 
toire sur le plan il faudra éliminer l entre les équa- 
tions (c), et l’on trouvera 

3.Y‘ -t- 6’^’ = /’a’ê’, 

ellipse dont les demi-axes sont la , /6. 

Tous ces résultats coïncident avec ceux qui avaient été 
obtenus dans les numéros déjà cités du premier volume. 
11 serait très-facile de généraliser cette question sous plu- 
sieurs rapports. 

Ainsi, d’abord, on pourrait supposer la vitesse initiale 
dans une direction quelconque sur la surface de la sphère. 
On la décomposerait alors en deux autres, l’une horizon- 
tale, l’autre dans le plan vertical passant par la position 
initiale. On aurait alors à considérer deux mouvements 
simples qui ne différeraient des précénlents qu’en ce que 
dans l’état initial de l’un d’eux il y aurait à la fois dépla- 
«•ement et vitesse. 
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Si le point pesant, au lieu d’être situé sur une sphère, 
était sur un ellipsoïde ayant un de ses axes principaux 
suivant la verticale, on décomposerait le déplacement 
initial en deux autres parallèles aux deux axes horizon- 
taux, et la vitesse initiale en deux autres parallèles aux 
plans principaux. On chercherait alors le mouvement 
résultant du déplacement et de la composante de la vitesse 
parallèlement à l’un des plans ; ce qui ramènerait à un 
mouvement sur le cercle osculateur de cette ellipse prin- 
cipale. On chercherait ensuite le mouvement sur le cercle 
osculateur de la seconde section , d'après le déplacement 
et la composante de la vitesse parallèlement au second 
plan. On serait ainsi ramené à deux mouvements simples, 
que l’on composerait comme dans le cas précédent. 

Enfin, si le point pesant était situé sur une surface 
quelconque, et très-peu écarté du point où le plan tan- 
gent est horizontal, on remplacerait cette surface par un 
ellipsoïde passant par ce point et ayant ses sections prin- 
cipales de même courbure et de même direction que celles 
de la surface en ce même point; et le problème serait le 
même que le précédent. 

2H. Du cas oii l'on introduit de nouvelles forces . — 
Nous avons obtenu les équations (6) en supposant seule- 
ment que les points du système aient été dérangés de leur 
position d’équilibre, et qu'on leur ait communiqué cer- 
taines vitesses initiales. Mifis on généraliserait la ques- 
tion en introduisant de nouvelles foi-ces, susecptibles de 
ne produire que des déplacements très-petits. C’est ce 
que nous allons faire maintenant, en supposant toutefois 
que ces forces soient indépendantes du temps ainsi que 

des quantités (Z , O, y, On arrive, dans ce cas, à des 

résultats généraux qui méritent d’être remarqués. 

Il est facile de voir d'abord que les éfjuations différeu- 
tielles de ce nouveau mouvemeiil ne dillcieronl des équa- 
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lions (()) que par l’adtlilion de termes conslanis. Eu ell'ei, 
il faudra dans l’équalioii (4) augmenter X, V, Z,... des 
composantes respectives des nouvelles forces, et, en conti- 
nuant le calcul comme précédemment, on voit que les 
seconds membres des équations ( 6 ) se trouveront seule- 
ment augmentés de termes qui renfermeront chacun une 
de ces composantes au premier degré. 

Les équations difrérenlielles de la question actuelle se- 
ront donc 



(7) 



I = H -t- ma 4- -t- m// -t- m^a' -t- . . . , 

I 7777" — -h fi X -h //,S -f- ■ - . , 

= L + /Az -h 4- , , . , 

= ir -f- ///'x-h m\ e-(- . . . . 



Ces équations feront connaître «, 6 , y,... en fonction de t, 
et Ic-s constantes arbitraires seront déterminées par l’état 
initial. Elles peuvent aussi faire connaître le nouvel état 
d’équilibre du système, après l’introduction des nouvelles, 
forces. En ellet, il suffit de supposer «, S, 7 ,... constants 
dans les équations ( 7 ) ; leurs seconds membres se trouvent 
alors égaux à zéro, et donneront les valeurs cliercbées des 
déplacements de tous les points, qui conviennent au nou- 
vel équilibre. 

212. Les équations ( 7 ) peuvent être ramenées à la 
même forme que les équations ( 6 ), en posant 



(8) a = a,4-Ç, 6 = 7 = 7,-+-Ç, a' =; z', 

c, , 7 i,... étant de.s constantes déterminées par les 
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étjualions suivantes : 

( H ■+■ ;«a, -H /n.ê, -f- ni//, + ■ . = o, 
(î)) \ K. -f— /îûc, n,Ç, -f- n//, -f- , . , zzz O, 



Les équations (7) deviennent alors, par la substitution 
des valeurs de «, 6 ,... données par les équations (8), 

= wE -t- ni , 71 H- niX -h mX + . . . , 

— = /lE H- n,n 4- -f-. . 

dX 

— = pl-\- p,n - 4 -, . .. 




Ces équations ne diffèrent des équations (6) que par le 
eliangcment de «, ê, 7,.,. en >3 , — On remarquera , 

en outre, que les valeurs de 6,, '/i,..., que donneront 
les équations (9), sont précisément celles qui se rapportent 
à l’équilibre du système après l’introduction des nouvelles 
forces, et que, par conséquent, >3, sont les dépla- 
cements des points par rapport à cette position d’équi- 
libre. 

Enfin les équations (8) font voir que les valeurs ini- 



. 1 , U7l 

tiaics (le 



sont les mêmes que celles de 



taudis que les valeurs initiales de w, 



^,... sont égales à celles de «, S, 7,... respectivement di- 
minuées de «1, 6,, 7i,.... 

De là se déduit ce théorème remarquable et simple'; 
« Lorsqu'un système quelconque de points est très-peu 
» dérangé d’une positiqn d'équilibre stable, et qu’on y 
» intruiliiil, en outre, de nouvelles l'orees constanles cl 
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» très-petites, le mouvement de chacun de ces points par 
» rapport à sa nouvelle position d’équilibre sous l’iu- 
» fluence des premières et des secondes forces réunies , est 
I) le même que celui que l’on observerait par rapport à la 
» première position d’équilibre, si l’on donnait au sys- 
» tème un état initial qui fût le même par rapport à cette 
» position que l’état initial proposé est par rapport à la 
» seconde position d’équilibre. » 

Ce théorème, étant indépendant du nombre et des dis- 
tances mutuelles des points, subsiste encore lorsque leur 
système peut être regardé comme continu. Il aura donc 
lieu dans tous les petits déplacements des fluides ou des 
solides élastiques, et par conséquent dans toutes les ques- 
tions que nous avons traitées précédemment. 

213. On peut à priori se rendre compte de cette pro- 
position , à laquelle un calcul très-simple vient de nous 
conduire. Nous remarquerons d’abord que , le nouvel état 
d’équilibre du système après l’introduction des nouvelles 
forces étant très-voisin du premier, les équations qui dé- 
termineraient le mouvement résultant d’un dérangement 
par rapport à cc nouvel état , ne différeraient pas des 
équations (6) ; car les coefficients ne pourraient avoit varié 
que de quantités de l’ordre de a, 6,..., et ces variations ne 
produiraient dans les équations que des termes de l’ordre 
de ceux qui ont été négligés. De sorte qu’un même déran- 
gement des points relativement à l’une ou l’autre de ces 
deux positions d’équilibre donnerait lieu, par rapport à 
elles, à des mouvements respectivement identiques pour 
chaque point ; ce qui démontre le théorème précédent. 

214'. Superposition des effets. — La question étant ra- 
menée ainsi à la première, dans laquelle il y a un simple 
dérangement du système, sans introduction de nouvelles 
forces, le principe de superposition déjà démontré s’y 
appliquera. Or, l’étal initial peut être considéré comme 
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la supcîqjosilioii ilc lieux autres, cloiil ruu serait le pro- 
posé, et l’autre consisterait uniquement dans lesdéplacc- 
incnls, fliangés de signe, qui font passer de la première 
position d'équilibre à la sccoude, et qui sont, au signe 
près, les valeurs de <*,, ê,, y,,... tirées des équations ( 9 }. 

D’où l’on voit que le mouvement cherché résultera de 
la superposition de deux autres: F un, correspondant à 
l’état initial proposé, sans introduction de nouvelles 
forces; l’autre, correspondant à l'introduction de ces 
forces, sans déplacement ni vitesse dans l’état initial. 

Quant au premier de ees deux mouvements, nous avons 
déjà démontré qu’il pouvait se décomposer d’une infinité 
de manières; et il est facile de voir qu’il en est de même 
du second ; car la forme des équations ( 9 ) montre que si 
l’on partage les quantités II, K, L,... en un même nombre 
de parties quelconques, qui pourront être nulles; que l’on 
ne prenne d’aboixl que les premières parties, puis les se- 
condes seulement, et ainsi de suite, les valeurs de 6 ,,... 
qui satisferont à CCS systèmes partiels, étant respective- 
ment ajoutés, formeront la solution des équations ( 9 ). 
Or, si l’on partage les forces introduites en un nombre 
quelconque de groupes , les termes tout connus qu’ils don- 
neront dans les équations d’équilibre, étant ajoutés entre 
eux , formeront respectivement les quantités 11 , K , L,.. . . 
Donc les valeurs de oc,, Ê,,... qui correspondront à cha- 
cun de ces groupes, étant respectivement ajoutées, forme- 
ront les déplacements produits par les forces introduites. 
Or, les elfets des déplacements s’ajoutent; donc ceux que 
les divers groupes de forces produiront se superposeront 
eux-mêmes. 

215. Intégration des équations. — Intégrons mainte- 
nant les équations ( 6 ) auxquelles tous les cas se ramènent, 
<!t dont le nombre, que nous désignerons par n , est égal à 
celui des coortlonnées indépendantes. 
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Ou aura une solution do c(^s <k{ualions en posant 
a = sin [rt -f- ,v), 

6 = R, sin(rt s), 

7 = Rjsin(/-r -t- .t), 

a' — Rj sin(rt -|- s). 



Substituant ces expressions dans les équations (6), 
Ri, Ri,... n’entreront qu’au premier degré, et, si on les 
élimine, on reconnaîtra facilement que l’équation ilnalc 
en r sera du degré n par rapport à l’inconnue r’ ; on aura 
ainsi n valeui-s pour/', en ne considérant pas les valeurs 
négatives, parce que les solutions qu’elles donneraient ren- 
treraient dans les autres. Ces valeurs seront toutes réelles 
et inégales, sans quoi les inconnues s’exprimeraient par 
des exponentielles ou des termes algébriques qui croî- 
traient avec le temps, ce qui est contraire à l’hypothèse 
d’un équilibre stable. Il faut en excepter toutefois les cas 
particuliers où les codficicnts de ces termes se ti’ouve- 
raient nuis d’après l’état initial. 

Chaque valeur de r déterminera un système unique de 
valeurs pour R,, Rj,..., à moins qu’il n’y en ait une infi- 
nité; et si l’on multiplie ces valeurs de a , 6, y,... par une 
constante arbitraire R , on aura encore une solution des 
équations (6), et il entrera dans chaque inconnue les deux 
constantes arbitraires R et s. Eu ajoutant les solutions 
obtenues ainsi pour pour chacune des n valeurs de r, on 
aura la solution générale des équations (6), puisqu'il y 
entrera a/i constantes arbitraires R, s',.... Elle 

sera donnée par les formules suivantes : 

a = R sin {rt ■+■ s) -f- R' sin (r'f -t- a' , 

^ -I- ï) -f- R' R', sin(rV -t- ^') -H. . . , 

~ RR,sin(rt -t- j) -f- R'R', sin(rV -t- i') . . . 
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Les ?/t constanlcs se détermineront par les valeurs ini- 
tiales de a, S, 7 , a',.. Tt'"" 

21 B. Décomposition du wouvement en oscillations 
simples. — Les mouvements particuliers du système qui 
correspondent à chacune des n valeui-s r, jouissent 

de quelques propriétés remarquables. Considérons par 
exemple la première : nous aurons 



a = R sin [rt -f- s), 

6 = RR, sin(rt -H j), 

7 = RR, sin(rr -f- s), 
a' = RR, sin (rt 4- s). 



Or, les déplacements a, 6, y étant dans des rapports con- 
stants, quel que soit t, il s’ensuit que le mouvement du 
point m est rectiligne; et il en serait de même de tous les 
autres. On voit, déplus, que ce mouvement est pério- 
dique, et que la durée de la période est — • Ainsi , tous les 

points font des oscillations rectilignes de même durée; ils 
commencent et finissent ces oscillations en même temps , 
et les espaces qu’ils parcourent sont dans des rapports 
constants. 

Maintenant la seule inspection de l’é^quation (i i) dé- 
montre la proposition suivante: 

Toitt mouvement d’un système de points en nombre 
fini, qui ont été dérangés infiniment peu d'une position 
d’équilibre stable , peut être considéré comme résultant 
de la composition des diverses oscillations simples dont 
il est susceptible. 

Ces oscillations sont en nombre égal à celui des coor- 
données indépendantes, à moins qu’il n’y en ait une infi- 
nité, comme nous l'avons remarqué préeétlemmciu: celles 
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d’un même système sont synchrones, ou de même pé- 
riode ; leurs directions diverses et la durée de la période 
dépendent uniquement de la nature du système, mais 
leurs amplitudes et les coefficients qui les affectent dans 
la solution générale dépendent de l’état initial d’où l’on 
part. 

217. Considérons comme exemple le cas très-simple d’un 
point unique, soumis à la seule action de la pesanteur, 
et assujetti à rester sur tine surface quelconque. Si on 
l’écarte de sa position d’équilibre au point le plus bas de 
la surface, et qu’on lui imprime une très-petite vitesse, 
il peut décrire une infinité de courbes différentes, dépen- 
dantes de l’état initial; mais, comme il n’y a que deux 
coordonnées indépendantes , il n’existe que deux systèmes 

oscillations simples, et l’on prouvera facilement qu’elles 
ont lieu suivant les deux lignes de courbure de la surface 
au point le plus bas. Tout autre mouvement résultera de 
la combinaison de ces deux-là dans des proportions con- 
venables. Dans le cas où tous les rayons de courbure; 
seraient égaux en ce point, toutes les sections normales 
pourraient être le lieu d’oscillations simples; et il y en 
aurait alors une infinité. 

218. Si les différentes racines /’, r',... sont commensu- 
rables entre elles, le système repassera périodiquement 
par les mêmes états; car soit p leur plus grande commune 
mesure , on aura 

r = Aft, r' = A'ft,..., 

h, II,... étant des nombres entiers qui n’out pas de fac- 
teur commun. Or, pour que les valeurs de a, ê,... se re- 
produisent périodiquement après un intervalle de temps 6, 
il faut que les produits hu.O, h'pO,... soient des multiples 
de 2 K, c’est-à-dire que l’on ait, en désignant par.^r, k',... 
des nombres entiers. 



= 27rÉ, A'fi9 

année. 




J.3 
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On voit facilement que les nombres k, A',... ayant entre 
eux les mêmes rapports que h, h\... qui sont premiers 
entre eux, les plus petites valeurs de k, k',... seront 
/i, A',..., et l’on aura 




Telle sera la durée de la période; elle serait infinie si l’on 
avait 0 = 0 , c’est-à-dire s’il n’y avait pas de commune 
mesure entre Dans ce cas , le mouvement ne serait 

donc pas périodique; et même le système ne passerait 
jamais par deux états identiques quant aux positions et 
aux vitesses ; car, si cela était , tous les états suivants se 
reproduiraient identiquement, et le mouvement serait 
périodique. 



FIN. 
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